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servatoire  de  Strasbourg,  i^""  fascicule,  in-8  de  viii-242  pages,  avec  60  figures ; 
1932.  2*  fascicule,  I93(3. 

Tome  V.  —  Elements  de  calcul  tensoriel.  Applications  geometriques  et 
mecaniques.  -i^  edition,  avec  la  collaboration  de  Rene  Thiry,  Professeur  a 
la  Faculte  des  Sciences  de  Strasbourg,  ln-8  de  viii-198  pages;  1933. 
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PREFACE 


DE  LA  PREMIERE  EDITION. 


Le  present  Ouvrage  est  destine  a  former  la  premiere  partie 
d'line  etude  de  la  Mecanique  de  la  Relativite;  il  condense, 
sans  toutefois  penetrer  encore  dans  le  domaine  relativiste, 
les  notions  mathematiques  qui  sont  a  la  base  de  toute  etude 
serieuse  de  cette  theorie.  Ces  notions  ont  du  reste  un  champ 
d'applications  beaucoup  plus  vaste  et  quand  bien  meme,  ce 
que  nous  ne  pensons  pas,  la  theorie  de  la  Relativite  perdrait 
toute  importance  physique,  il  lui  resterait  neanmoins  le 
merite  d'avoir  cree  un  important  courant  d'idees  et  d'avoir 
contribue  a  une  sorte  de  renaissance  de  la  Geometric  a 
laquelle  elle  a  ouvert  toute  une  voie  nouvelle. 

L'instrument  mathematique  qui  forme  la  base  de  I'Ou- 
vrage  est  le  Calcul  Tensoriel;  c'est  au  fond  une  etude  syste- 
matique  des  formes  et  des  transformations  lineaires.  On 
pent  evidemment  initier  au  Calcul  Tensoriel  en  partant  tout 
d'abord  d'exemples  soigneusement  choisis  et  convenable- 
ment  generalises.  Nous  avons  cependant  prefere  nous  placer 
au  debut  a  un  point  de  vue  purement  algebrique  et  degager 
la  notion  de  lenseur  de  toute  consideration  geometrique  ou 
mecanicjue.  Lorsque  le  lecteur  se  sera  assimile  les  regies  qui 
regissent  ces  elements  (regies  qui  sont  au  fond  d'une  extreme 
simplicite),  il  n'en  comprendra  que  mieux  I'etendue  du 
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champ  des  applications.  iNous  avons  du  reste  multiplie  ces 
dcrnicres  cn  les  liraiil  dii  dornainc  geometrique  ct  aussi  de 
cclui  de  la  Mecanique  classique  (pi'clles  eclairent  souvenl 
d'lm  jour  iiouveau. 

Nous  nous  somrncs  efl'orccs  de  metlre  en  evidence,  de  la 
fa^on  la  plus  nelle  possible,  toutes  les  idees  qui  nous  ont 
paru  irnportantes;  c'esl  ainsi  que  nous  n'avons  pas  liesite,  a 
propos  de  la  geoinetrie  de  Weyl,  a  effleurer  d'un  mot,  bien 
insuffisant  certainement,  les  travaux  de  M.  Gartan.  Mais 
rOuvrage,  tel  que  nous  I'avons  compris  n'a  cependant 
aucun  caractere  encyclopedique  et  nous  serious  lieureux  s'il 
pouvait  simplemeut  I'endre  (pielques  services  aux  etudiants 
desireux  de  s'initier  a  ceLle  branche  de  la  Science. 

A  part  quelques  additions  et  quelques  modifications,  les 
matieres  traitees  ici  ont  fait  I'objet  d'un  cours  professe  par 
M.  Thiry  a  I'Universite  de  Strasbourg  en  1922,  a  I'excep- 
tion  du  premier  et  dernier  Cliapitre.  Ceux-ci,  qui  enca- 
drent  en  quelque  sorte  le  reste,  sont  inspires  d'une  redaction 
d'un  cours  de  M.  Emile  Borel,  faite  par  I'un  de  ses  auditeurs 
M.  H.  Mineur. 

Je  veux,  en  terminant,  remercier  M.  Tbiry  dont  la  colla- 
boration m'a  ete  tres  precieuse  pour  I'etablissement  de  ce 
volume. 

Boulogne-sur-Seine,  i'""  clecembre  1925. 


Pall  APPELL. 


PREFACE 


DE  LA  DEUXIEME  EDITION. 


Le  premier  fascicule  du  Tome  IV  du  Traite  de  Mecanique 
de  M.  Paul  Appell  a  ete  reimprime  I'an  dernier,  apres  avoir 
ete  revu  et  augmente  par  M.  Veronnet.  C'est  maintenant  le 
Tome  V  qui  se  trouve  epuise  et  dont  il  est  necessaire  de 
publier  une  nouvelle  edition  afm  de  maintenir  toujours  au 
complet  le  Traite  de  Mecanique  rationnelle.  On  sait  quelle 
influence  considerable  cet  Ouvrage  magistral  a  exerce  sur 
renseignement  de  la  mecanique  en  France  et  a  I'etranger. 
Les  amis,  les  disciples  de  Paul  Appell,  fideles  a  sa  memoire, 
veilleront  sur  ses  reimpressions  successives  de  maniere  qu'il 
puisse  continuer  pendant  longtemps  encore  a  rendre  des 
services  a  la  science  et  a  Penseignement. 

Lorsque  parut  la  premiere  edition  de  ce  tome  V,  M.  Appell 
etait  deja  gravement  malade  et  il  n'a  pas  pu,  comme  il  en 
avait  eu  I'intention,  assurer  lui-meme  une  partie  de  la 
redaction  de  ce  volume.  II  a  du  se  contenter  d'en  donner  les 
directives  generales  et  c'est  M.  Thiry  qui  s'est  charge  de  la 
redaction  et  de  la  mise  au  point  de  I'ensemble  de  I'Ouvrage. 
C'est  avec  plaisir  que  je  saisis  cette  occasion  de  preciser 
la  conlril)ution  tres  importante  apportee  par  M.  Thiry  a  ce 
volume. 

L'cdition  nouvelle  ne  difi^ere  que  trespeu  de  la  precedente. 
On  a  cependant  corrige  quelques  fautes  typographiques,  et 
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apporte  a  la  redacliori  qucKjues  ameliorations  de  detail.  La 
Maison  Gauthier-Villars  continue  a  donner  lous  ses  soins  a 
la  presentation  soignee  et  a  la  diffusion  du  Traite  de  Meca- 
nujue  raiionnelle.  Ce  traite  aura  sa  place  dans  toutes  les 
l)il)liotheques  mathematiques  et  sur  la  table  de  tous  les 
etudiants  pendant  de  longues  annees  encore,  et  le  nom  de 
Paul  Appell  restera  insej)arable  de  I'enseignement  de  la 
Mecanique  rationnelle  et  des  recherches  scientifiques  tendant 
a  faire  progresser  cette  science  fondamentale. 

Paris,  fcvrier  igHS, 


Emile  BOREL. 


ELEMENTS 

DE 

CALCUL  TENSORIEL 

APPLICATIONS  GEOMETRIQUES 
ET  MECANIQUES 


CHAPITRE  I. 

RAPPEL  DES  PROPRIETES  FONDAMENTALES 
DES  FORMES  LINEAIRES  ET  QUADRATIQUES. 


Avant  d'aborder  les  developpements  mathematiques  qui  sont  I'objet  de 
cette  premiere  partie  de  i'Ouvrage,  nous  avons  pense  qu'il  n'etait  peut-etre 
pas  inutile  de  rappeler  somraairement  les  theoremes  fondamentaux  concer- 
nant  les  formes  lineaires  et  les  formes  quadratiques.  Cette  etude  sera  une 
excellente  introduction  aux  methodes  du  calcul  tensoriel  dont  nous  adop- 
terons  du  reste  les  notations  speciales.  Ne'anmoins,  elle  pourra  etre  laissee 
de  cote,  sans  aucun  inconvenient,  par  les  lecteurs  auxquels  les  theories 
qu'elle  expose  paraitraient  trop  familieres,  et  nous  ne  donnerons  pas  le 
detail  de  quelques  demonstrations  d'un  caraclere  trop  elementaire.  G'est 
pour  ces  raisons  que  nous  avons  tenu  a  differentier  ce  premier  Chapitre 
par  un  caractere  typographique  special. 

I.  —  FORMES  LINfiAIRES  ET  SUBSTITUTIONS  LINEAIRES. 

1.  Rappel  de  quelques  proprietes  des  determinants.  —  Gonside- 
rons  un  tableau  rectangulaire  T,  forme  avec  des  nombres  disposes  suivant 
n  colonnes  et  p  lignes 

a\\       Ci\i      ...  CL\n 

aj,x     a,,i     ...  cif,,, 
tableau  que  nous  representerons  par  la  notation  simplifiee 

II  'hk  11,        I  =  I  />,        A-  =  1 ,  2,  .  .  . ,  n. 

AI'PELL.  —  V.  1 
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En  supprirnant  dans  ce  tableau  un  certain  nombre  de  lignes  et  de 
colonnes,  on  pent  en  deduire  une  serie  de  determinants  dont  I'oidre  est 
au  plus  egal  au  plus  petit  des  deux  nombres  n  et  p. 

Parmi  lous  les  determinants  qu'il  est  ainsi  possible  de  former,  on  consi- 
dere  ceux  qui  ne  sent  pas  nuls  et  parmi  ceux-la  ceux  dont  I'ordre  est  le 
plus  grand.  Get  ordre  maximum  s'appellera  le  rang  du  tableau  rectangu- 
laire  et  I'un  quelconque  des  determinants  non  nuls  de  cet  ordre  sera  dit 
determinant  principal . 

Pour  qu'un  determinant  S,  d'ordre  r,  tire  du  tableau  soit  deteiminant 
principal,  il  faut  d'abord  qu'il  ne  soit  pas  nul,  et  ensuite  que  tons  les 
determinants  du  tableau  d'ordre  superieur  a  r  le  soient.  II  suffit  evi- 
demment  de  faire  cettc  verification  pour  les  determinants  d'ordre  /•  H-  i  et 
meme,  comme  nous  allons  le  montrer,  seulement  pour  certains  d'entre 
eu\. 

Supi)Osons  en  efTet  (ce  que  Ton  peut  toujours  faire  en  modifiant  au  besoin 
I'ordre  des  lignes  et  des  colonnes)  que  le  determinant  8  soit  forme  des 
elements  communs  aux  /•  premieres  lignes  et  aux  r  premieres  colonnes  du 
tableau  T.  Nous  allons  monlrer  qu'il  suffit  de  verifier,  pour  que  8  soit 
principal,  la  nullite  des  (/i  —  r)(p  —  r)  determinants  bordes. 


(0 


(/■<  k^n), 
{r<hip). 


En  efTet,  si  ces  determinants  sont  nuls,  on  peut  evidemment  resoudre  le 
systeme  d'equations  lineaires 


a\x      -\-  a\i  X-  ■ 


auiX>' 


a„i  x^  -T-  a  no  x-  ■ 


-+-  apnX'^  =  o 


en  donnant  aux  inconnues  x^-^^,  x''-^-,  . ,  des  valeurs  arbitraires  et  en 
tiranl  des  r  premieres  equations  les  valeurs  des  inconnues  x^,  x-,  .  .  .,  x''. 

La  condition  de  compatibilile  de  Tequation  non  principale  de  rang  /i 
s'ecrit  en  eftet 


ah.n  X" 


et  elle  est  evidemment  une  consequence  des  conditions  (i). 

Le  systeme  considere  a  ainsi  une  indetermination  d'ordre  n —  r  et  il  est 
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alors  certain  que  tons  les  determinants  d\>rdre  /  -f- 1  tires  de  T  sont  nuls, 
car  si  I'un  d'cntre  eux  ne  I'etait  pas,  I'indetermination  ne  pourrait  etre  au 
plus  que  d\)rdre  {n  ■ —  /•  —  i). 

2.  Formes  lineaires.  —  On  appclle  forme  tout  polynome  entiier  et 
homogene  par  rai)port  a  une  serie  de  ii  variables  x^^x-^  ...,x^K  Dans  le  cas 
particulier  ou  le  polynome  est  du  premier  degre  par  rapport  a  Tensemble 
des  variables,  la  forme  est  dite  lineaire  et  peut  s'ecrire 

/>  =  // 

f  =  ai  x^  H-  rto  X-  -h.  .  .-+-  a, I  X"  =       «/c x''' . 

/,-  =  i 

Convention  de  sommatiun.  —  Nous  rencontrerons  constamment  par  la 
suite  de  telles  sommes  etendues  a  un  indice  qui  figure  deux  fois  dans  le 
monome  type  des  divers  termes  de  la  somme.  Nous  conviendrons  de 
supprinier  dans  ce  cas  le  signe  qui  sera  toujours  sous-entendu 
cliiujue  fois  que  cette  particularite  {presence  dans  un  monome  d\in 
meme  indice  a  deux  places  differ entes^  se  presentera.  L'indice  de  som- 
mation  sera  alors  dit  indice  muet  \  il  est  evident  du  reste  que  le  nom 
donne  a  l'indice  muet  n'a  aucune  importance. 

(^.omme  nous  aurons  toujours  a  considerer  a  la  fois  plusieurs  formes 
lineaires,  nous  emploierons  pour  les  representer  la  notation 

aikx^,  ■  . 

l'indice  /  servant  a  caracteriser  differentes  formes  (^). 

Lne  forme  lineaire  sera  dite  identiquement  nulle  si  elle  prend  la  valeur 
zero  quelles  que  soient  les  valeurs  numeriques  donnees  aux  variables.  II  est 
evident  que  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi 
est  que  les  coefficients  aik  soient  separement  nuls. 

3.  Formes  lineaires  independantes.  —  Soient  p  formes  simultanees 
de  n  variables 

fi  =  aax^^  =  I,  2,  ...,/?); 


('j  11  ne  faut  attacher  ici  aucune  importance  particuliere  a  la  place  des  indices; 
nous  verrons  plus  tard  les  regies  qui  nous  conduisent  a  les  placer  tantot  en  haut, 
tanlot  en  has.  Mentionnons  cependant  que  nous  nous  arrangerons  pour  que,  dans 
les  differrnts  termes  des  equations,  les  indices  non  rauets  soient  toujours  a  la 
meme  hauteur  et  que  (sauf  quelques  exceptions)  dans  un  monome  les  indices 
muets  occupent  une  fois  la  position  haute  et  une  fois  la  position  basse. 

En  tous  cas,  la  place  d'un  indice,  aussi  bien  que  son  nom,  sert  a  discriminer 
les  differents  coefficients  ccrits  et,  par  exemple,  si  Ton  rencontre  par  la  suite  des 
expressions  de  la  forme  et  il  doit  etre  bien  entendu  qu'elles  representent 
des  nombres  differents.  Naturellement  il  faudra  se  garder  de  confondre  les  indices 
superieurs  avec  les  exposants,  mais,  comme  nous  le  verrons,  cette  confusion  est 
peu  craindre. 
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ces  formes  seront  dites  lineaire merit  itulependontes  s'il  est  impossible  de 
Irouver  p  coefficients  numeriques      tels  que  la  nouNclle  forme 

soit  identiquement  nulle. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  necessaire  et  suflisant  que  le  systeme  des 
n  equations  lineaires  homogenes 

aux  inconnues  a'  n'ait  d'autres  solutions  que     =  o. 

Les  doivent  done  toutes  etre  des  inconnues  principales  et  la  condition 
d'independance  se  traduit  par  le  fait  que  le  rang  du  tableau  rectangu- 
laire  \\  a^^  \\  doit  etre  egal  a  p,  nombre  des  formes. 

On  peut  exprimer  d'une  seconde  maniere  cette  condition  d'independance 
par  I'enonce  suixant  dont  la  demonstration  est  immediate  : 

Pour  que  p  formes  soient  lineairement  independantes,  il  est  neces- 
saire et  suffisant  qu'on  puisse  choisir  les  valeurs  numeriques  des 
variables  de  telle  sorte  que  les  formes  prennent  des  valeurs  nume- 
riques arbitrairement  donnees  a  Vavance. 

II  en  resulte  alors  que  p  formes  lineairement  independantes  sont  aussi 
absolument  independantes^  c'est-a-dire  qu^il  est  impossible  de  trouver 
entre  elles  une  relation  de  forme  quelconque 

Si  une  telle  relation  existait,  la  valeur  nuraerique  de  I'une  des  formes 
serait  determinee  des  qu'on  aurait  fixe  celles  des  n  —  i  aulres,  ce  qui 
serait  en  contradiction  avec  I'enonce  precedent. 

Si,  au  contraire,  le  rang  /'  du  tableau  ||  aik\\  est  inferieur  au  nombre  des 
formes,  celles  de  ces  formes  qui  contiennent  les  coefficients  du  determi- 
nant principal  sont  evidemment  independantes,  et  il  est  aise  de  voir  que 
chacune  des  p — /■  autres  formes  s'exprime  d'une  facon  lineaire  et  homo- 
gene  en  fonction  de  celles-la. 

■4.  Substitutions  lin6aires.  —  Considerons  un  systeme  de  n  relations 

de  la  forme 

( 2  )  =  a'^.  x'^ 

entre  deux  series  de  n  variables  r'  et  et  telles  que  de  plus  le  determi- 
nant II  a'^  II  soit  different  de  zero. 

Nous  dirons  que  ces  relations  definissent  une  substitution  lineaire  que 
nous  representerons  par  le  symbole  x  =  Tx. 

Une  substitution  lineaire  est  entierement  determinee  par  la  donnee  de 
ses  coefficients.  Ceux-ci  forment  un  tableau  carre  qui  est  dit  la  matrice  de 
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la  subsliiution ;  la  valeur  du  determinant  forme  par  ces  coefficienls  en  sera 
le  module. 

W  est  evidemment  possible  de  faire,  d'une  facon  unique,  I'inversiim  des 
formules  (2),  c'est-a-dire  de  les  resoudre  par  rapport  aux  variables  x',  ce 
(|ui  donnera 

La  nouvelle  substitution  ainsi  definie  sera  dite  Vinverse  de  la  precedente, 
nous  I'appellerons  ^  =  T—^x  et  I'on  verifie  immediatement  quMl  y  a  entre 
les  coefficients  de  ces  deux  substitutions  les  relations 

yj.  a,-  =  a /fa  -  =  0',  = 

'       ^  '  (  I    si  A-  =  /. 

Considerons  maintenant  deux  substitutions  lineaires  successives  enhe 
Irois  series  de  variables 

(T.)    '  xi=^,^'^ 
cl 

(T,)  xi=^\W'^- 

on  oblieut  immediatement  des  formules  ])ermettant  de  passer  direotement 
des  variables  x^  aux  variables  x^  sous  la  forme 

(T:0  xi=i,^W'<, 

en  |)osant 

—  rti  ''■Jl 

Gette  derniere  substitution  sera  dite  le  produit  des  deux  premieres;  nous 
ecrirons  symboliquement 

el  les  regies  elemeniaires  de  multiplication  des  determinants  montreront 
immediatement  que  le  module  de  la  substitution  produit  est  egal  au 
produit  des  modules  des  deux  substitutions  facteurs. 

Cetle  definition  se  generalise  evidemment  a  un  produit  de  plus  de  deux 
subslilut ions ;  cette  multiplication  n'est  pas  en  general  commutative  {^). 

En  particulier  le  produit  de  deux  substitutions  inverses  donne  la  substi- 
tution idenlique  (que  nous  repri-senterons  par  le  symbole  To=i),  dont 
le  module  est  evidemment  egal  a  I'unite.  Done  les  modules  de  deux  sub- 
sdfutio/is  inverses  so/it  arithmetiquement  inverses  Vun  de  I'autre. 


('j  Lorsque  celle  luulliplical ion  est  commulalive,  les  deux  substitutions  sont 
ditcs  perniutables;  c'est  le  cas  pour  deux  substitutions  inverses. 
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'  L'enseruble  de  toutes  les  substitutions  lineaires  forme  evidemrnent  un 
groupe,  c'est-a-dire  que  le  produil  de  deux  substitutions  «fuclconque5  de 
Tensemble  en  fait  aussi  partie  (  '). 

:;.  Substitutions  orthogonales.  —  line  substitution  est  dite  orthogo- 
nah'  lor'>f|u'elle  entriiine  I'identite 


Cette  condition  se  traduit  sur  les  coefficients  de  la  substitution  par  le- 
relations 

(     ()       si    h  /f, 

■  =  {  ,    si  /,  =  /,-. 

Gelles-ci  permettcnt  facilement  de  faire  I'inversion  de  la  substitution 
donnee  et  Ton  trouve 


Les  matrices  des  deux  substitutions  ortboijonaies  inverses  ne  dillerent 
done  que  par  rechange  ties  lignes  en  colonnes. 
On  en  conclut  inimediatenient  : 

1"  Qu'il  existe  aussi  entre  les  elements  des  lignes  de  la  matrice  des  rela- 


tions analogues 


(3')  a 'a 


i  ()    SI  /t  ■^■^  k. 


\  I     si  h  =  k 


2"  Que  les  deux  substitutions  ont  menie  module,  celui-ci  ayant  alors 
necessairement  pour  valeur  ;jl  =  ±  i . 

Les  substitutions  orthogonales  pour  lesquelles  a  -4- 1  sont  dites  droites, 
les  autres  sont  dites  gauches.  L'ensemble  de  toutes  les  substitutions  ortho- 
gonales forme  evidemment  un  groupe;  il  en  est  de  meme  de  l'ensemble  des 
seules  substitutions  orthogonales  droites. 


IL  —  FORMES  QUADRATIQUES. 


C).  Defimtions  generales.  —  On  appelle  forme  quadratique  tout  poly- 
nome  homogene  du  second  degre  par  rapport  a  ti  variables  .r'.  Nous 


(')  II  en  serait  de  meme  de  l'ensemble  des  substitutions  a  coefficients  reels, 
ou  encore  de  l'ensemble  des  substitutions  a  coefficients  rationnels  qui  ferment 
des  soiis-groupes  du  groupe  precedent. 
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representerons  une  telle  forme  par  la  notation  abregce 
F(.v)  =  ^^'-ikx'a^^^-  (i). 

(.)n  peul  toujours  supposer  que  les  coefficients  g'lk  satisfont  a  la  loi  de 
syin('trie  A'/x  =  n-^/j  eflet  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  par  permulation  du  nom 
des  indices  nmcts,  on  pent  ecrire  successivement 

F  (;J7)  =  g-ik     J'/'  =  M'ki -f  '''     =  ^  (  gik     gki )  X'  Jc'\ 

et  sous  cette  derniere  forme  la  condition  de  symetrie  est  remplie.  Nous 
supposerons  toujours  par  la  suite  ([u'il  en  est  ainsi. 

Les  demi-di-rivees  partielles  de  la  forme  quadratique  constituent  un  sys- 
teme  de  n  formes  lincaires 

Le  determinant  symetrique  droit  ^- =  H^^x-H  forme  a  I'aide  des  coeffi- 
cients de  ces  formes  porte  le  nom  de  discriminant  de  la  forme  quadra- 
tique. 

7.  Decomposition  d'une  forme  quadratique  en  somme  de  carres 
de  formes  lineaires  independantes.  —  Nous  nous  contenterons  de  rap- 
peler  en  quelques  mots  la  methode  bien  connue,  due  a  Gauss,  permettant 
de  decomposer  une  forme  quadratique  en  une  somme  de  carres  de  formes 
lineaires  independantes. 

La  methode  consiste  a  mettre  en  evidence  des  carres  par  Tapplication 
repetee  de  I'un  ou  I'autre  des  pix)cedes  suivants. 

On  partira  d'une  ou  deux  variables  qu^on  appellera  variables  direc- 
trices. 

I"  Une  variable  directrice.  —  Supposons  qu'une  des  variables,  x"^  par 
exemple,  figure  explicitement  par  son  carre  dans  la  forme  quadra- 
tique (,.;'  it     o);  celle-ci  pourra  alors  s'ecrire 

o  1 J 

avec 

/•  /      ^  '^^^ 


( ' )  La    forme    comprend    des    termes   carres   (i  =.k)   et   des   termes  rec- 
tangles (i  7^  /.);  CCS  derniers  se  trouvent  a  deux  places  dans  la  somme  double  du 
second  niembre,  par  exemple  le  terme  .r^  .r-  s'iiitroduit  avec  les  coefficients 
ou       suivant  qu'cn  prend  pour  le  couj)le  d'indices  i,  k  la  combinaison  1,2  ou  la 
combinaison  2,1, 
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el  I'on  vcrifiera  irnriiediaternent  que  la  forme  (juadratique  residuelle  <I>  ne 
coniient  plus  la  variable 

2"  Deux  variables  directrices.  —  Prenons  au  contraire  deux  variables, 
x\  et  par  exemple,  dont  le  produit  se  trouve  dans  la  forme  quadra- 
tique  (_^,2^o),  leurs  carres  n'y  figurant  pas  (^g^^  =  g^_2=^  o). 

On  pourra  ecrire 

ou  encore 

^  ^  12 

avec 

2  dx^^        -^'-^  1  dx-'' 

ei  I  on  verifiera  comme  plus  haul  que  la  forme  quadralique  <I>  ne  coniient 
])lus  ni  x^  ni 

En  operant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  finira  par  epuiser  toutes  les 
variables  et  la  forme  quadralique  se  trouvera  bien  decomposee  en  une 
somme  de  carres  de  formes  lineaires, 

On  demontrera  immedialemenl  que  les  formes  oblenues  par  ce  procede 
sonl  independantes  en  montranl,  d'apres  le  n»  3,  qu"'on  pent,  par  un  choix 
eonvenable  des  variables,  leur  faire  prendre  des  valeurs  arbitrairement 
donnees  a  I'avance. 

Celle  melhode  de  Gauss  conduit  evidemmenl  a  plusieurs  decompositions 
suivant  I'ordre  dans  lequel  on  fait  intervenir  les  variables;  on  pourrail 
imaginer  du  reste  d'autres  precedes.  Neanmoins  les  diverses  decompo- 
sitions possibles  possedent  un  caractere  commun  : 

De  quelque  maniere  que  Von  decompose  une  forme  quadralique  en 
une  somme  de  carres  de  formes  lineaires  independantes^  on  trouve 
toujours  un  nombre  de  carres  egal  au  rang  de  son  discriminant . 

En  efFet,  supposons  la  forme  F  decomposee  en  une  somme  de  p  carres 

F(^)  =  (XO^-+(X,r- +  (X^)^ 
Les  formes  lineaires 

etant  independantes,  le  rang  du  tableau  \['^ik^  de  leurs  coefficients  sera 
egal  a  /»,  el  Ton  pent  toujours,  en  changeanl  au  besoin  le  nom  des  variables, 
supposer  que  le  determinant  forme  a  Taide  des  p  premieres  colonnes  de  ce 
tableau  est  different  de  zero. 

Les  demi-derivees  parlielles  de  la  forme  F  s'ecrivent  alors 


CHAPITRE  I.  —  FORMES  LINEAIRES  ET  QUADRATIQUES. 

Considerons  niaintenant  les  deux  systeraes  d'equations  lineaires 


9 


(11) 


II  lessoi  t.  imincdialement  des  relations  que  nous  venons  d'etablir  entre 
les  demi-derivees  partielles  et  les  formes  lineaires  qu'ils  sont  equi- 
valenls. 

Or,  pour  le  sysleme  (II),  les  inconnues  x^,  x-,  .  .  .,  xP  sont  principales, 
il  en  est  done  de  meme  pour  le  systeme  (I)  et  par  suite  le  deterntiinant 
syinetrique  forme  a  I'aide  des  p  premieres  lignes  et  des  p  premieres 
colonnes  du  discriminant  est  un  determinant  principal,  ce  qui  revient  a 
dire  que  le  rang  de  ce  discriminant  est  necessairement  egal  au  nombre  des 
formes  lineaires  de  la  decomposition  ( '  ). 

On  obtient  alors  tres  facilement  le  nombre  des  conditions  pour  que  ce 
rang  soit  egal  a  p.  Ce  nombre,  qui  d'apres  le  n"  1  devrait  etre  de  {n — pY^ 

s'abaisse  ici  a  ^  {ji  —  p)  (n — p-\-i)  par  suite  de  la  symetrie  du  discri- 
minant. 

cS.  Formes  quadratiques  a  coefficients  reels.  —  Ce  que  nous  venons 
de  dire  s'applique  a  des  formes  quadratiques  a  coefficients  quelconques. 
Dans  la  pralique,  les  formes  que  Ton  rencontre  sont  generalement  a 
coefficients  reels  et  Ton  peut  desirer  faire  la  decomposition  en  ne  faisant 
intervenir  aucun  element  complexe.  La  methode  de  Gauss  permet  alors  de 
mettre  F  sous  la  forme  d'une  somme  algebrique  de  carres  de  formes 
lineaires  independantes,  soit 


II  est  alors  possible  de  demonlrer  que  dans  les  diverses  decompositions, 
non  seulement  le  nombre  total  des  carres  est  toujours  le  meme,  mais 
encore  que  /c  et  q  separement  ont  des  valeurs  fixes. 

Ce  fait  remarquable  est  connu  sous  le  nom  de  loi  dHiiertie. 

En  elTet,  supposons  que  nous  ayons  trouve  une  seconde  decomposition 


iH  X )  =  ( x;  )^  +  ( \;  )-^  + . . .   (X',,  )^-  -  (    r-  -  (y;  )-^  - ...  -  (  y^,  y- 


(')  II  est  Ires  remarquable  qu'on  puisse  loujours  choisir  un  determinant  prin- 
cipal tire  du  discriminant  en  le  forrnant  de  lignes  et  de  colonnes  se  croisant  sur 
la  diagonale  principale.  Nous  donnerons  aux  determinants  formes  de  cette  fagon 
le  nom  de  deter  inin  ant  &  medians  et  nous  pouvons  encore  enoncer  la  remarque 
que  nous  venons  de  faire  sous  la  forme  suivante  : 

5t,  dans  un  determinant  symetrique^  tons  les  mineurs  d'un  certain  ordre 
sont  nufs^  et  si  parmi  les  mineurs  d'ordre  immediatenient  inferieur  il  en  est 
de  dijferents  de  zero^  certains  de  ces  derniers  sont  necessairement  des  deter- 
minants medians. 

Nous  aurons  I'occasion  de  nous  servir  plus  loin  de  cette  propriele. 


F(x)  =  (XO^+(X.)^-  +  ...+(X^.)-^-(Yi)-^-(Y,)^--...-(Y,)^ 
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et,  |)our  fixer  les  idees,  soit  k  le  plus  petit  des  deux  nombres  k  et  k' .  On 
aura  alors  q  >  q\  puisque  k q  =  k'     q  . 

Considerons  Ics  deux  systcmes  d'equations  lineaires 

Xo  =  <),  •  •  ^. 

Y'o  =  o,  .  .  . ,  Y^/'  =  o, 
X2  =  o,        .  .  X/  =  o, 

Y.2  =  (),  = 

Le  premier  contient  au  moins  n  ~k—  q'  inconnues  non  principales  (et 
ce  nombre  est  au  moins  egal  a  i,  puisque  k  -h  q'  <  k' -i-  q'^n),  le  deuxieme 
en  contient  exactement  n  —  k  —  q,  c'est-a-dire  moins  que  le  i)remier. 

On  peut  done  trouver  une  solution  du  systeme  (I)  qui  ne  satisfasse  pas  a 
toutes  les  equations  du  systeme  (11). 

Si  Ton  snbstitue  maintenant  la  sohitioii  ainsi  trouvee  dans  les  deux 
decomposiiions  dont  nous  avons  sui)[)<)b(';  I  existence,  la  premiere  donne  un 
resultat  numerique  negatif,  la  deuxieme  un  resultat.  nunierique  positif  (ou 
peut-(>tre  nul).  Ces  deux  resultats  sont  contradictoires,  il  est  done  absurde 
de  siip|»(»^ri  k  =^  k\  on  a  par  consequent  k  =  //  et  par  suite  aussi  q  =  q' (^')- 

9.  Forme  polaire  d'une  forme  quadratique.  —  Soient  deux  series 
de  n  \aiiables  et  y^;  consideions  la  forme  quadratique  ¥{ax-+-  ;j._r)  et 
developpons-la  par  la  formule  de  Taylor  suivant  les  puissances  de  X  et 
de  |Ji;  le  coefficient  de  2X;jl  s'ecrit  sous  I'une  ou  Tautre  des  deux  formes 
suivantes  : 

-.xiF'yi     OU  -y^F'ri. 
2         ■  I-" 

La  forme  bilineaire  ainsi  mise  en  evidence  porte  le  nom  de  forme 
polaire  de  la  forme  quadratique  donnee  et  nous  con\iendrons  de  la  repre- 
senter  par  la  notation 

En  explicitant  les  derivees  partielles,  on  a  aussi 

10.  Forme  adjointe  d  une  forme  quadratique.  —  Soit  une  forme 
quadratique  a  discriminant  non  nul,  les  formules 

(4)  b=  -F\,=g-aa:^ 


(0 


—  0, 

— 

—  0. 

1^: 

=  0, 

(')  Lorsqu'un  des  deux  nombres  k  et  q  est  nul,  la  forme  quadratique  est  dite 
definie. 
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dtilinissent  une  substitution  Jineaire.  Faisons-en  I'lnversion,  nous  obtien- 
cl  roris 


^i^a-l/c^^  (1). 


Si  Ton  remplace  dans  la  forme  quadratique  les  variables  x'  par  leurs 
expressions  en  fonction  des  variables  (dites  vai^iables  adjointes),  on 
aura 


La  forme  sera  dite  la  forme  adjointe  de  la  forme  F(^)  et  inver-, 

sement  celle-ci  est  Tadjointe  de  la  precedente. 

En  eliminant  les  variables  entre  les  equations  (4)  et  Tequation  <I>  j;' ^„ 
on  obtient  i mmediatement  ft  sous  foime  de  determinant 


('3') 


1 1 .  Transformee  d'une  forme  quadratique  par  une  substitutioii 
lineaire.  —  EfFectuons  sur  les  variables  .r'  une  substitution  lineaire 

(T)  xi=^,x'^       (!^  =  ll4l|?^o); 

nous  obtiendrons  la  nouvelle  forme 

dite  transformee  de  la  premiere  par  la  substitution  (T). 

Les  nouveaux  coeflicients  de  la  forme  sont  relies  aux  anciens  par  les 
formules  ,i 

Supposons  d'abord  g  ^  o  (il  en  est  alors  de  meme  de  g^  d'apres  le  theo- 
reme  fondamental  de  la  decomposition  en  carres)  et  introduisons  a  cote 
des  \ariables  x^  et  x^  leurs  adjointes  \i  et 


( '  j  On  a  evideinnieiit 

( —  I )'  ^ 

o'^  r  ,    y  mineur  de  I'elcment  g -f.  dans  g^ 

ce  qui  peut  encore  s'ecrire 
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On  passe  des  ^,  aux  r'  par  une  subsUf  ution  de  module  ; 
On  passe  des      aux      par  une  substitution  de  module  ;x ; 

On  passe  des  ,7;'  aux      par  une  substitution  de  module  • 

D'autre  part,  le  theoreme  de  derivation  des  fonctions  composees  donne 
aussi 

siibstilulion  lineaire  de  module  a, 

L'enscnible  des  quatre  substitutions  lineaires  successives  que  nous  venons 
d'envisager  est  equivalent  a  la  substitution  identique  et  le  tlieoreme  du 
n"  4  nous  donnera  immediatement 

Cette  relation  est  du  reste  absolument  generate,  car  si  ^  est  nul,  il  en  est 
de  menie  de  g  puisque  la  forme,  sous  ses  deux  expressions,  doit  etre 
decomposable  en  un  meme  nombre  de  carres. 

1-2.  Substitutions  lineaires  transformant  en  elle-meme  une  forme 
quadratique  donnee.  —  Soit  F(x)  une  forme  quadratique  de  discri- 
minant non  mil,  proposons-nous  de  trouver  les  substitutions  lineaires  T 
qui  la  transforment  en  elle-meme,  c'est-a-dire  qui  soient  telles  que  Ton  ait 

F(T;r)  =  F(^). 

Glioisissons  une  substitution  U  particiiliere  qui  ramene  F  a  la  forme 
canonique 

F  z=(:r,)2-h(^2)2^_ ...  -hf^")-; 

la  substitution  V  =  U-^TU  ((jui  s'appelle  la  trans fovniee  de  T  par  U— ') 
transforme  evidemment  en  elle-meme  la  forme  quadratique  F,  c'est  done 
une  substitution  orthogonale. 

On  en  deduit  Fexpression  la  plus  generale  T  sous  la  forme 

T  =  UVU-S 
V  e'tant  une  substitution  orthogonale  arbitraire. 

13.  Interpretations  geometriques.  —  Le  lecteur  sait  que  tous  les 
theoremes  que  nous  venons  de  rappeler  sur  les  formes  lineaires  et  quadra- 
tiques  sont,  dans  le  cas  de  trois  variables,  susceptibles  d'applications  geo- 
metriques  importantes  et  qu'ils  sont  a  la  base  de  toute  la  geometric 
analytique. 

Dans  le  cas  de  plus  de  trois  variables,  le  schema  geometrique  fait  natu- 
rellement  defaut,  mais  ii  sera  neanmoins  commode  d'employer  un  langage 
conventionnel  caique  sur  celui  de  la  geometric  ordinaire. 
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Un  ensemble  de  valeurs  numeiiques  donnees  a  n  variables  x'-  sera  dit 
representer  un  point  M,  et  I'ensemble  des  })oints  obteniis  en  dormant  aux 
variables  toutes  les  valeurs  possibles  formera  une  multiplicite  a  n  dimen- 
sions. 

Dans  le  present  Ghapiti-e,  les  x'  joueront  le  role  de  coordonnees  carte- 
siennes  et  nous  n'eirectuerons  sur  elles  que  des  substitutions  lineaires  a 
coefficients  constants. 

Une  telle  substitution  x  —  T x  pourra  alors  s'interpreter  de  deux  facons  : 

I"  On  pourra  regarder  les  x^  et  les  comme  representant  le  meme 
point,  rapporte  a  systeines  de  reference  ditTerents,  et  les  formules  de 
la  substitution  seront  celles  du  changement  du  systeme  de  reference. 

2»  On  pourra  regarder  les  x^  et  les  x^  comme  representant  deux  points 
differents  rapportes  au  menie  systeme  de  reference,  les  formules  de  la 
substitution  definiront  alors  une  transformation  ponctuelle  lineaire. 

G'est  generalement  le  premier  point  de  vue  que  nous  adopterons  ici. 

Le  point  O,  dont  les  coordonnees  sont  toutes  nulles,  sera  dit  I'origine  du 
systeme  de  reference  et  nous  definirons  le  carre  de  la  distance  OM  par  la 
valeur  d'une  forme  quadratique  des  coordonnees  de  M  que  nous  prendrons 
en  general  sous  la  forme 

(7)  im-'  =  {x^)--\-{x'^Y-^..  .^{x»  f. 

Lorsque  nous  adopterons  cette  definition  de  la  distance,  nous  dirons  que 
les  x'^  forment^un  systeme  de  coordonnees  cartesiennes  normales  (i). 

Les  seules  substitutions  lineaires  qui  conservent  la  forme  de  I'expression 
precedente  sont  les  substitutions  orthogonales ;  celles-ci  correspondent 
done,  suivant  le  point  de  vue,  soit  a  un  changement  d'axes  cartesiens  nor- 
maux,  soit  a  un  deplacement  laissant  fixe  I'origine  (-). 

Le  lieu  des  points  dont  les  coordonnees  sont  des  fonctions  lineaires  d'un 
parametre  sera  dit  une  droite.  En  particulier,  les  equations 

K  t    si    i  =  k 
x^  =  ',  .       (k  etant  un  indice  fixe  ) 

I  o    s\  k  ^ 

definissenl  Pun  des  axes  de  coordonnees,  Taxe  O^^. 

Le  lieu  des  points  dont  les  coordonnees  sont  reliees  par  une  equation 
lineaire  sera  dit  un  plan. 

Un  ensemble  de  n  nombres  a',  nou  tons  nuls,  definit  un  point  P  distinct 

( ' )  Ce  sont  de  ces  coordonnees  normales  que  nous  ne  nous  servirons  dans  la 
suite  de  ce  Cliapitre;  le  lecteur  reconnaitra  sans  peine  les  propositions  qui 
seraient  encore  vraies  en  coordonnees  cartesiennes  generales. 

(-)  Un  deptacenient  esl  done  dcCini  comme  une  transformation  lineaire  conser- 
vant  les  distances.  Kn  realite  il  y  aura  lieu  de  distinguer  deux  classes  de  depla- 
cements  suivant  que  le  module  de  la  substitutiotj  est  egal  a -f- 1  ou  a  — i ;  les 
deplacements  de  cette  deuxieme  classe  se  ramene  a  ceux  de  la  premiere  en 
faisant  suivre  ces  derniers  d'un  relournenient. 
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dii  point  O  ct  par  suite  aussi  une  direction  OP  dont  ces  nombres  seiont 
les  parametres  directeurs;  cette  direction  ne  change  pas  si  Ton  remplace 
les  a'  par  des  quantites  proportionnelles.  En  general,  on  pent  choisir  le 
facteur  de  proportioiinaliie  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

les  a'  seront  alors  les  parametres  directeurs  principaux  de  la  direction. 
Le  seul  cas  ou  i'on  ne  pourrait  pas  edectuer  cette  reduction  serai t  celui  oii 
les  a'  satisferaient  a  la  relation 

(  X 1  )2  H- (  a2  )2 -h  .  .  . -4- (  a"  )2  =  o  ; 

la  direction  serait  alors  dite  isotrope.  >    i;  i  i;;  r 

L'angle  de  deux  directions  de  parametres  directeurs  principaux  a'  et  [i:' 
sera  defini  par  la  formule 

(8)  -  cosV  =  aipi 7.2p2^.  .  .+ a«p«  (t), 

qui  se  conserve,  comme  on  le  ve'rifie  immediatement,  dans  une  substitution 
orthogonale. 

Soient  ¥{x)  =  gikx'-x'^  une  fornne  quadratique,  les  equation^ 
¥{x)  =  i       et       F(^)  =  o 

deliniront  respectisement  une  quadrique  (ayant  I'origine  pour  centre)  et 
son  cone  asymptote. 

Etant  donnees  deux  directions      et  [j',  la  relation 

(9)  ■  F(ai[i)  =  o 

expiimera  qu'elles  sont  conjiiguees  par  rapport  a  la  quadrique  et  nous 
pourrons  batir,  comme  en  geometric  ordinaire,  une  ihe'orie  de^  diametres 
et  des  plans  diametraux.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  la  pour- 
suivre  dans  ses  details. 

En  particulier,  le  plan  diametral  conjugue  de  la  direction  a'  a  pour 
equation 

F(a  I  x)  =  gikcf^x^=  o; 

il  ne  contient  la  direction  elle-meme  que  si  celle-ci  est  parallele  a  une 
generatrice  du  cone  asymptote,  et  il  n'est  indeterraine  que  si  elle  e?t 
parallele  a  une  generiatrice  multiple  de  ce  cone  (s'il  en  existe). 

On  pourra  egalement,  comme  en  geometric  ordinaire,  trouver  une 
infinite  de  n-edres  proprement  dits('-)  dont  les  aretes  seront  deux  a  deux 
conjuguees  par  rapport  a  la  quadrique  et  leur  recherche  sera  intimement 
liee  au  probleme  de  la  decomposition  en  carres  de  la  forme  quadratique. 


{')  Les  axes  cartesians  normaux  soot  par  consequent  deux  ^  deux  orthogonaux. 
(-)  Nous  entendons  par  la  un  ensemble  forme  de  n  droites  (et  des  niultiplicites 
lineaires  qui  les  relient)  non  situees  dans  un  meme  plan. 
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i  i.  Directions  principales.  Equation  en  S. —  Une  direction  de  para- 
motres  directeurs  principaux  a'  sera  dite  pi  incipale  si  elle  est  perpen- 
diculaire  a  son  plan  diametral  conjugue.  Les  conditions  pour  qu'il  en  soit 
ainsi  se  traduisent  par  les  equations 

,      .                                  Fa'        Fa=  Fa" 
(lo)  —7-  =  — —  =  .  .  .  =    =  2 

Gelles-ci  j)euvent  elre  satisfaites  de  deux  facons  :  11  peut  se  faire  qu'il 
existe  des  valeurs  des  a'  les  verifiant  et  n'annulant  pas  tons  les  numera- 
teurs;  le  plan  diametral  conjugue  de  la  direction  correspondante  sera  alors 
bien  determine  et  Ton  obtiendra  une  direction  principale  repondant  exacte- 
ment  a  la  definition;  il  peut  aussi  arriver,  exceptionnellement,  qu'il  existe 
une  generatrice  multiple  du  cone  asymptote,  ses  parametres  directeurs 
annulent  alors  tous  les  numerateurs  et  Ton  obtient  ainsi  une  direction 
singiiliere,  qui  peut  encore  etre  regardee  comme  principale  par  suite  de 
I'indetermination  de  son  plan  diametral  conjugue.  Ge  dernier  cas  corres- 
poudra  a  une  valeur  nulle  de  S. 

Le  systeme  des  equations  precedentes  peut  encore  s'ecrire  sous  forme 
abregee 

(10')  (^'/A-— £//tS)a^.  =  o 

{tik  etant  egal  a  i  ou  a  o  suivant  que  i  et  k  sont  egaux  ou  differents). 

Ge  systeme  ne  peut  donner  de  solutions  dans  lesquelles  les  a'"  ne  soient 
pas  tous  nuls  (condition  essentielle  pour  que  ces  nombres  determinent  une 
direction)  que  si  S  est  une  racine  de  I'equation  suivante,  dite  equation 
en  S, 

^11—  S  ...  g,n 

glV  g22—  S      ...  g:2n 


(II)  \(S)  = 


gni 


—  s 


Soient  maintenant  deux  racines  distinctes  S'  et  S"  de  cette  equation 
et  a'  et  3'  les  parametres  directeurs  des  directions  principales  correspon- 
dantes  ( ' ),  nous  allons  montrer  que  ces  deux  directions  sont  d  la  fois 
rentangulaires  et  c  tnjiiguees  par  rapport  d  la  quadrique. 

En  elTet,  les  deux  directions  satisfont  aux  deux  systemes  d'equations 

S"p.=  iF;j-. 


('j  A  cliaque  r;iciiie  (fe  ['cquatiou  en  S  il  correspond  au  mains  une  direction 
principale,  nous  reciierclierons  plus  loin  dans  quel  cas  il  en  con  espond  plusieurs. 
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On  cn  tire  immediatement,  en  formaiit  de  deux  facons  la  forme  polaire, 


,//  ('in 


;  =  F(a|P), 


el,  puisque  S'  est  distinct  de  S",  ces  equations  sont  equivalentes  aux  deux 
suivantes  : 

ai  pi  -+-  a2  [j-^  +  ...-+-  a"  [i'^  =  o, 
F{a\[y)  =  o, 

qui  expriment  precisenient  la  proposition  enoncee. 

45.  Etude  de  I'equation  en  S  dans  le  cas  des  formes  quadrati que s 
a  coefficients  reels.  —  Nous  aliens  etudier  en  detail  le  cas  important  ou 
la  forme  quadratique  est  a  coefficients  reels  et  montrer  lout  d'abord 
qu'alors  i'equation  en  S  a  toutes  ses  racines  reelles. 

Nous  partirons,  pour  etablir  cette  importante  proposition,  d'une  identite 
connue  sur  les  determinants. 

Pour  mettre  en  evidence  les  ordres,  nous  appellerons  A„  le  determinant 
defini  par  I'equation  (ii)  et  nous  representerons  par  la  notation 

G,i     G,2     ...  G,,„ 

son  determinant  adjoint. 

L^dentite  que  nous  avons  en  vue  est  la  suivante  (i) 


G/i— i^7i— -1    G,(_i.„  j 


A. 


^21 


S 


^l,"-2 
^2,«-2 


Nous  representerons  d'autre  part  par  \n—k  le  determinant  obtcnu  en 
supprimant  dans  A«  les  k  dernieres  lignes  etles  k  dernieres  colonnes.  En 


(')  Cette  identite,  qui  est  un  cas  particulier  d'une  identite  plus  generale  due 
a  Jacobi,  se  verifie  immediatement  en  formant,  d'apres  la  regie  de  multiplication 
des  determinants,  lignes  par  lignes,  le  produit 


G„. 
G. 


G. 


X  A„. 


L'identite  est  ainsi  dcmontree  dans  le  cas  ou  A„  est  different  de  zero  et  elle 
s'etend  par  continuite  au  cas  oil  A„  est  nul. 
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lenanl  coinple  du  fait  que  le  determinant  adjoint  est  lui-meme  symetrique, 
I'idenlite  precedente  s'ecrit 

(12)  G.,_,,._,  X  G;,,,. -[G,_,,,]'^=A,x  A,,_o  (t), 

ou  encore,  puisque  ('„,,/  n'est  evidemment  autre  que  A/,_i, 
(12')  G,,_,,„_,  X  A,,_i— [G,,_i,,,]-^  =  A„  X  A,,_2. 

Deniontrons  maintenant  par  recurrence  que  I'equation  A/,  (  S )  =  o  a  toutes 
ses  racines  reelles. 

Nous  considererons  pour  cela  la  suite  des  equations  obtenues  en  egalant 
h  zero  les  determinants 

Ai(S),A2(S),  A.._,(S) 

et  nous  feions  I'hypothese  provisoire  que  deux  equations  consecutives 
quelconques  de  cette  suite  n'ont  pas  de  racines  communes. 

Nous  allons  montrer  que  si  chacune  de  ces  equations  a  ses  racines  reelles 
et  separees  par  les  racines  de  i'equation  immediatement  precedente,  Tequa- 
tion  A„(S)  =  o  a  egalement  toutes  ses  racines  reelles. 

En  eflet,  soient  y.i,  ao,  a;;,  .  .  .,  7.,,_i  les  racines  de  A/i_i  =  o,  si  nous  sub- 
stituons  Tune  quelconque  de  ces  racines  dans  Tidentite  (12').  celle-ci  nous 
montre  que  1„  et  A/,_2  prennent  des  valeurs  de  signes  opposes.  Si  nous 
remarquons  de  plus  que  le  terme  de  plus  haul  degre  de  I'equation  de 
raiig  /c  est  ( — O^S''^,  nous  pouvons  dresser  le  tableau  suivant  qui  met 
immediatement  en  evidence  la  proposition  enoncee. 

Valeurs  de  substitution   — ao  a.-i  ...  -t- 00 

Signes  de  A,,^o   h  h  ...  (  —  i  (— 

Signes  de  A,,   -+-    —  -h  —  ...  (  — i)"-^  ( — i )" 

Place  des  racines  de  A,;  =  o  (■-).  f    t    f  •••  f 


De  I'identite  (12)  on  peut  tirer  differentes  proprieles  des  determinants 
symetriques  a  coefficients  reels  qui  nous  seronL  utiles  par  la  suite. 

Si  A,,  est  nul  et  si  G„_i  et  ^  ne  le  sent  pas,  ces  deux  derniers  determi- 
nants sent  necessairement  de  meme  signe.  Comme  on  peut  toujours,  par  des 
permutations,  aniener  deux  lignes  et  deux  colonnes  de  meme  rang  a  etre  les 
deux  dernieres  lignes  et  les  deux  dernieres  colonnes  de  A„,  nous  pouvons  done 
dire  que,  dans  un  determinant  symetrique  nul,  les  mineurs  medians  d'ordre  n  —  i 
non  nuls  (s'il  en  existe)  sont  tous  de  meme  signe. 

Gette  proprietc  se  generalise  immediatement  :  si  un  determinant  synieti'ique 
est  tel  que  tous  ses  mineu7's  medians  d'un  certain  ordre  soient  nuls,  ceux  des 
mineurs  mediaris  d'ordre  immediatement  inferieur  qui  ne  sont  pas  nuls  {s'il 
en  existe)  sont  tous  de  meme  signe. 

Knfin  ridenlite  (12)  nous  montre  encore  que  si  A„  est  nul,  ainsi  que  tous  ses 
mineurs  medians  d'ordre  n  —  i,  il  en  est  de  meme  de  tous  les  mineurs  non  me- 
dians de  cet  ordre.  ISous  retrouverons  ainsi  une  proposition  dej^  rencontree 
[voir  p.  I),  note  (')  !. 

(-)  II  pourra  exceplionnellement  arriver  que  a,,  par  cxemple,   soil  racine 


APIMCLL.  —  V 


2 


[S        CALCUL  TENSORIEL.  APPLICATIONS  GEOMETRIQUES  ET  MECANIQUES. 

Lcs  conditions  que  nous  avons  ijrises  comme  iiypofiieses  sont  eviderament 
lealisees  par  les  equations  A,  =  o  et  Ao  =  o  (tout  au  moins  si  ^,27^0); 
nous  pourrons  done,  partant  de  cette  base,  affirmer  de  proche  en  proche 
ffne  les  equations  suivantes  ont  aussi  toutes  leurs  racines  reelles. 

II  nous  reste  maintenant  a  nous  debarrasser  de  rhypolhese  provi-oire 
faite  an  debut  du  raisonnement  et  a  montrer  que  la  conclusion  subsiste 
meine  si  Ton  rencontre  dans  la  suite  deux  equations  cDnsecutives  ayant  des 
racines  communes  (•). 

Cette  hypothese  restrictive  correspond  du  reste  au  cas  le  plus  general; 
deux  equations  conseculives  de  la  suite  n'auront  en  effet  de  lacines  com- 
munes (|ue  s'il  existe  entre  les  coeficients  gik  certaines  relations  algebriques. 
Si  les  coefficients  sont  quelconques,  ces  relations  ne  seront  pas  satisfaites 
et  nous  pourrons  par  suite  aflirmer  la  realite  de  toutes  les  racines  de  I'equa- 
tion  A„  =  o.  Mais,  d''autre  part,  ces  racines  sont  des  fonctions  continues  des 
(  i»rffi(  ients  gik]  si  Ton  modifie  ces  derniers  et  que,  par  suite  du  hasard  de 
lcin>  Niiriations,  certaines  des  relations  algebriques  en  question  viennent  a 
se  trouver  veiifiees,  les  racines  ne  pourront  avoir  que  des  limites  reelles. 
tout  au  plus  plusieuis  pourront-elles  tendre  a  se  confondre.  Le  theoreme 
(•nonce  est  done  vrai  en  toute  generalite,  seulement  Tequation  A„  =  o  pent 
avoir  des  racines  multiples. 

Nous  allons  du  reste  preciser  dans  quelles  conditions  ce  dernier  cas  -e 
prcsente. 

Condition  pour  que  V equation  en  S  admetle  une  racine  multiple 
d^ordre  p.  —  On  constate  facilement  que  la  derivee  d'ordre  p  de  la  fonc- 
tion  A(S)  i)eut  s'ecrire 

A[/'](S)  = 

en  representunt  par  la  somme  de  tons  les  mineurs  medians  d'ordre  ji—p 
du  determinant  A(S). 

La  condition  necessaire  et  suflisante  pour  qu'un  nombre  S'  soit  racine 
multiple  d'ordre  p  de  I'equation  en  S  se  traduit  alors,  d'apres  la  remarque 
que  nous  avons  faite  plus  haut  sur  les  signes  des  mineurs  medians,  par  le 
fait  (|u'/7  est  necessaire  et  suffisant  que  cr  nonibre  annule  le  determi- 
nant A(  S)  ainsi  que  tous  ses  mineurs  medians  jusqu'^d  Vordre  n  —  />  -^i 
et  qwil  n^ annule  pas  tous  les  mineurs  medians  d^ordre  n —  p. 

Mises  sous  cette  forme,  ces  conditions  ne  sont  du  reste  pas  indepen- 
dantes,  elles  reviennent  (d'apres  les  remarques  des  i)ages  9  et  17)  a  dire  que 
le  determinant  A(S')  a  pour  rang  le  nombre  n — /;  et  nous  aNons  vu 

(|u'il  suffisait,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  d'ecrire  la  nullite  de  ^  ^ 
mineurs  convenablement  cboisis  parmi  les  mineurs  d'ordre  n  —  />-+-!. 

de  A„--o;  il  sera  alors  racine  simple  or.  racine  double;  mais,  comme  on  s'en 
convaincra  en  suivaiit  lcs  variations  de  la  fonction  A„(S).  Tequation  A„  =  o  aura 
encore  toutes  ses  racines  reelles. 

(•)  Ce  fait  se  produit  des  le  depart  si  g^.,-=  o. 
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II  s'ensuit  cgalenieiit  qu'a  une  laciiie  simple  de  I'equation  en  S  correspond 
une  direction  principale  reelle,  unique  et  bien  determinee  et  qu'au  contraire 
a  une  racine  multiple  d'ordre  p  correspond  une  infinite  de  directions  prin- 
cipales  reelles  I'ormant  une  multiplicite  lineaire  kp  —  i  dimensions  ('). 


Remarque.  —  En  particulier,  si  I'equation  en  S  admet  la  racine  S  =  o 
avec  Pordre  de  multiplicite  /»,  le  rang  du  discriminant  A  de  la  forme  qua- 
dratique  se  reduit  a  a  —  jp,  et  par  suite  celle-ci  est  decomposable  en  une 
somme  de  n  —  ji  carres  independants. 

II  semblerait  done  que,  pour  exprimer  que  la  forme  quadratique  est 
decomposable  en  une  somme  de  q  ~  n — p  carres  independants,  il  faille 
ecrire  p  =  n  —  q  conditions  en  annulant  les  p  derniers  coefficients  de 
I'equation  en  S  developpee.  Or  nous  avons  demontre  plus  haut  que  le 

nombre  des  conditions  a  ecrire  etait  de  ^^^^    '  Gette  contradiction  appa- 

rente  provient  du  fait  que  certaines  des  conditions  ecrites  sous  la  forme 
nouvelle  que  nous  mentionnons  ici  peuvent  se  decomposer  en  plusieurs 
autres.  Par  exemple,  le  coefficient  de  la  premiere  puissance  de  S  dans 
I'equation  est  egal  au  signe  pres,  a  la  somme  de  tous  les  mineurs  medians 
d'ordre  n  —  i  du  discriminant;  si  ce  discriminant  est  nul,  ces  mineurs  sont 
tous  de  meme  signe  et  ecrire  que  leur  somme  est  nuUe  revient  a  ecrire 
quMls  le  sont  separement  (-)• 


IG.  Reduction  d'une  forme  quadratique  a  la  forme  canonique  par 
une  substitution  orthogonale.  —  II  sera  maintenant  toujours  possible 
(peut-etre  meme  de  plusieurs  manieres)  de  determiner  un  n-edre  rectan- 
gulaire  reel  conjugue  par  rapport  a  la  quadrique.  Pour  cela,  on  partira 
d'une  direction  principale  correspondant  a  une  racine  (simple  ou  multiple) 
de  I'equation  en  S.  On  fera  un  changement  d'axes  rectangulaires  en  prenant 
pour  nouvel  axe  des      la  direction  en  question.  L'equation  de  la  quadrique 


(')  11  y  a  lieu  de  bien  preciser  que  ces  considerations  ne  s'appliquent  qu'au  cas 
ou  la  forme  quadratique  est  h  coefficients  reels;  s'il  n'en  etait  pas  aiusi,  il  pour- 
rait  se  faire  que  rc([uation  A  ( S)  =  0  ait  par  exemple  une  raciue  double  qui 
n'annule  pas  tous  les  mineurs  d'ordre  n  —  i.  II  lui  correspondrait  alors  une  seule 
direction  principale.  Par  exemple,  la  forme  quadratique  a:' -h  — conduit 

A  une  equation  en  S  qui  admet  la  raeine  double  S  =  o,  sans  que  les  mineurs  du 
premier  ordre  s'annulent  pour  cette  valeur  de  S.  Il  n'y  a  pour  elle  qa'a/?<?  seule 
direction  principale,  isotrope,  de  parametres  directeurs  1  et  i. 

(-)  C'est  ainsi  qu'une  forme  quadratique  ^  trois  variables  se  reduira  a  un  carre 
parfait  unique  si  I'on  a,  avec  les  notations  habituelles,  les  trois  conditions 

A 13  —  B'B"=  A'B  —  B"H  =  A"B"—  BB'r=  o, 


noml)re  qui  correspond      la  valeur  ILLH. 
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se  ramene  a 

A,(.r')2-4-9(x2,  x\         3^0  =  1- 

(On  verifiera  du  reste  immediatcment  que  le  coefficient  Ai  est  egal  a  la 
rarine  consideree  de  I'equation  en  S.) 

Geci  pose,  dans  la  miiltiplicite  k  n  — i  dimensions  d'equalion  a?'  =  o,  on 
operera  de  meme  sur  la  fornne  quadratique  ^{x-,  x-'-,  . .  .,  or");  en  repetant 
ce  precede  de  proche  en  proche,  on  determinera  un  /i-cdre  rectangu- 
laire  OjkS  Oy-,  Oy",  conjugue  par  rapport  a  la  quadrique  et  dans 

leqiiel  I'equation  de  celle-ci  prendra  la  forme 

s,(.rt)2-+-S,(7-o-^-+-...+  s,(;j")-  =  i  (')•  - 

17.  Reduction  simultanee  de  deux  formes  quadratiques  a  leurs 
formes  canoniques  en  axes  quelconques.  —  Soient  deux  formes  qua- 
dratiques F(.r)  et  G(x),()n  j)eut  toujours  par  une  substitution  lineaire  (qui 
n*'est  pas  forcement  orthogonale)  x  =  Tx  ramener  la  premiere  a  la  forme 

{x^y-hix-')-h. .  .-h(x" y. 

Une  substitution  orthogonale  quelconque  x  =  \Jx  effectuee  ensuite 
laissera  cette  expression  invariante ;  on  pourra  alors  la  choisirde  telle  s<^>rte 
que  la  forme  G  soit  ramene  a  la  forme  canonique. 

La  substitution  V  =  TU,  produit  des  deux  precedentes,  donne  done  une 
solution  du  probleme  pose. 

Au  point  de  vue  geometrique,  ce  probleme  revient  evidemment  a  la 
recherche  d'un  n-edve  conjugue  commun  par  rapport  aux  deux  quadriques 
(Pequations 

F(^)  =  i       et       G(^)  =  i. 


(')  Ce  precede  s'appliquerait  aussi  aux  formes  quadratiques  a  coefneients 
complexes,  sauf  dans  le  cas  ou  Ton  reiicontrerait  une  direction  principale  isotrope; 
il  est  en  effet  impossible  de  completer  une  telle  direction  par /t  —  i  autres  direc- 
tions qui  lui  soient  perpendiculaires  et  qui  forment  avec  elle  un  veritable  n-edre. 
On  pent  du  reste  demontrer  que  de  telles  directions  principales  isotropes  ne 
peuvent  pas  exister  si  I'equation  en  S  n'a  que  des  racines  simples. 


CHAPITRE  II. 

CALCUL  TENSORIEL. 


18.  Introduction.  —  11  esl  a  peine  utile  de  rappeler  les  progres 
(jue  le  iieiiie  de  Descartes  a  apportes  a  I'etude  de  la  Geom^trie  (  et 
par  (cla  mc^ine  a  Teusemble  de  la  Science)  en  mettant  a  sa  dispo- 
sition les  procedes  du  calcul  algebrique. 

Les  nietliodes  de  la  Geometric  analjticpie  ne  vontpas  cependanL 
sans  quelque  inconvenient.  M^me  dans  les  probl^mes  les  plus 
simples,  le  choix  des  axes  est  quelque  chose  de  delicat;  tel  pro- 
bleme  se  traitera  facilement  en  axes  obliques,  tel  autre  aura  une 
solution  parliculierement  elegante  avec  un  tetra^dre  de  rt^ference 
heureusement  clioisi.  II  n'existe  pas  de  regies  absolues  guidant 
vers  le  meilleur  choix. 

D'autre  part,  ces  axes,  ces  sjst^mes  de  reference  sont  e\idem- 
ment  superflus;  les  lois  de  la  Geometrie,  de  la  Mt^canique,  de  la 
Physique  ont  une  existence  intrinseque  independante  du  sjst^me 
de  coordonnees  dans  lequel  on  les  6tudie. 

II  6tait  done  tout  naturel  d'essajer  de  s'en  debarrasser  et 
[)lusieurs  essais  ont  ete  faits  dans  ce  but. 

On  a  recherche  d'abord  a  raisonner  directement  sur  les  etres 
geomelriques  ou  physiques.  Pour  fournir  une  base  aux  raisonne- 
ment  deductifs,  on  leur  a  fait  correspondre  des  elements  simples 
d'un  schema  euclidien  et  I'on  a  defiui  sur  ces  elements  des  op(5ra- 
lions  dont  on  a  etudi6  les  propriet^s.  Ce  procede  a  conduit  a  uu 
(■liiq)iir('  iniporiaut  de  la  Science  :  le  Calcul  vectoriel. 

Mais  cebii-ci.  (piclle  (pie  soit  son  importance  pratique,  ne 
ic'sout  pas  cnl ieremcnl  h'  piobleme  pose.  II  s'adapte  tr6s  l)ieu  a 
I'eludc  des  pioprieles  iiu'canicpies  et  physiques  de  I'espace  eucli- 
dien ;i  irois  dimensions.  Les  operations  qu'on  y  definit  entre  les 
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('Ires  vccloriels  soul  [X'li  noinhnMises.  leur  [)r()|)i'i(H(3.s  sunl  simple^, 
faciles  A  etnhlir  el  A  n|)|)li(|ii('r. 

11  ii'cii  csl  plus  (III  loiil  (Ic  iiir'iiic  |)()iir  Ics  espaccs  ji  iiu  noinhrc 
eleve  (ic  diiiu'iisioiis,  smluiil  s  lls  ut'  i(jui.s.seuf  pas  (l(i  propri(''l(js 
CLiclidienups.  (^)ii(^'l({ues  cssais  oul  OAe  fails  p(jur  j  j^6n(3rallser  Jc 
calcui  vocloiici .  iiiais  iilors  le  syin holisiiie  (Jevient  extrOmemenl 
complete.  I(vs  opci  ji I  ions  sont  miilliplcs  el  Iciii  s  j)ropiMet(3s  diffi- 
cilcs  a  re  I  (' nil". 

Un  auli-e  essai  a  alors  ('le  tail  daiis  une  voie  difr(''ienle.  Ici  on  \ii 
conserver  le  sjslenic  dc  i('d('reiice,  niais  aii  lieii  de  (dierclier  la 
sini])liralion  de  lei  prol)l(!me  douiit3  eu  le  clioisissaul  aver  |)liis 
on  moins  de  bouiienr,  on  (hilera  syst('iniati(jueinenl  cette  pai  licii- 
larisaliou  et  Ton  n  ecrira  des  t'qnal ions  que  sous  nne  forme  n aiahlr 
dans  u'imporle  quel  sysh'-inc  de  coordonuees.  Ou  Irouve  deja  une 
leulalive  de  ce  i;eure  dans  reni|)l()i  des  ('qualions  al)rtioees  en 
(i(3om(3lrie  analjticjue,  eniploi  (pii  a  contril)ue  si  JieureuseinenI 
an  d(''veloppemenl  de  la  i;(''onK'lrie  inoderue.  Mais  la,  les  sjst^mes 
de  r(3f(irences  reslaieni  reel  ili^nes  (axes  ou  tt^lra^dres  de  ref(3reace). 
Ici  au  couliaiic  on  reclicrclit'ia  des  mtitliodes  s'appliquant  a  des 
sysL^mes  de  coordoiiu(}es  curviligues  quelconques. 

C'esI  (M'  dcrmcr  cssa  I  (pii .  s  \  sic  Dial  npiemeuL  d(3velopp(3,  a  con  dm  I 
au  CaU  ul  (U Ifrrcnl id  ahsoln  on  (  dlciil  Icnsoviel. 

La  Lh(30rie  que  nous  allons  exposer  a  pour  leases  des  travaux  de 
Cliristoffel  et  de  Riemami  (qui  en  rt^alile  ont  (''!('  poursui\is 
dans  un  but  diflerentj  et  surtoul  un  MtMnoire  fondainenlai  de 
Ricci  et  LEvi-CivirA,  MetJiodes  de  calcul  differentiel  absoht  et 
leui  s  ((pj)l/c((l/<)ns  (  ]f(t(Ji.  Annaleii,  Bd  54,  1900). 

Pour  line  bil)hoi;i a pli ic  dt^taillee,  nous  renverrons  a  TOuvrai^e 
de  M.  Leca.t,  Bihlioi: I  aphie  de  la  Relatwite ^  Bruxelles,  Lamertiu. 

Parmi  les  Ousi  ai^cs  didactiques  n'^cents  traitani  du  nu'ine  sujet, 
nous  nous  conlenlerons  de  signaler  les  sui\auls  : 

H.  Weyl,  Temps,  Kspacc,  Mcitiei'e,  Iraduil  sur  la  qualrienie 
I'dilion  alleniande  par  (i.  .)n\el  el  R.  Leroy,  Paris,  Albert  Blan- 
cliard. 

A.-S.  Eddiivgton,  Espace,  Temps  et  Gravilation,  Iraduit  de 
Fanglais  par  J.  Rossiij;nol,  Paris,  Hermann. 
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\  ON  Laue,  La  Tht'OJ'ie  de  la  licUilivitt' ,  h  ad  nil  siir  la  (jiia- 
tri6me  edition  allemande  par  G.  Lclaug,  Paris,  Gaiilliicr-Villars. 

II.  (  jALBiiuN,  Introduction  a  la  Theorie  de  la  Relativite^  Paris, 
Gaul  hier-^^illa  IS. 

(1.  .luvET,  Introduction,  au  Calcul  tensoriel  et  au  Calcul 
di (Jcretitiel  absolu^  Paris,  Albert  Blanchard. 

Aous  uu^ulionuerons  aussi  un  iuleressant  Memoire,  base  presque 
exclusi\(Muenr  sur  des  considerations  geometriques  de  G.  Darmois, 
FAenients  de  Geonietrie  des  espaces  (Annales  de  Physique^ 
1  o''  serie,  I.  1 ,  1 924)  (0- 

I.  —  DflFINITIONS  GENflRALES. 

19.  Generalites.  —  Tout  sjsteme  de  71  variables  ind(3pen- 
(lautes  x'  (/  =  I  ,2,  .  .  .  ,  /i),  occupant  un  certain  domaine,  est  dit 
constituer  une  inultiplicite  ou  une  variete  a  n  dimensions  ('-). 

Pour  la  commoditt^  dii  langage,  nous  emploierons  une  image 
geometrique  class  ique  et  nous  dirons  qu  e  chaque  syst^me  de 
\ali'iirs  Quiueriques  donnees  aux  determine  un  point  (x)  de  la 
inulli[)licile  dont  ces  nombres  sont  les  coordonnees. 

Si  Ton  remplace  les  variables  x^  par  de  nouvelles  variables  (en 
mt^me  nombre)  liees  aux  anciennes  par  certaines  relations,  on  dit 
que  Ton  a  elFectue  sur  les  premieres  variables  une  transformation 
qu'on  representera  par  le  symbole  T  =  (^',  x^). 

Nous  supposerons  que  les  variables  restent  dans  des  domaines 
respectifs  tels  que  les  fonctions  definissant  la  transformation 
( donnant  par  exemple  les  x"^  en  fonction  des  5'  )  soient  unifornes, 
continues  et  derivables  autant  de  fois  qu'il  nous  sera  necessaire  et 

(iiic  de  plus  le  determinant  fonctionnel     , ^ .   reste  fini  et  different 

(')  Signalons  encore  un  ouvrage  de  T.  Levi-Civita,  Calcolo  differ^enziale 
assoluto,  paru  pendant  que  le  present  Ouvrage  etait  a  Timpression. 

(-)  Le  lecteur  reconnaitra  clairernent  un  peu  plus  tard  les  raisons  qui  nous 
conduisent  k  placer  les  indices  tant6t  en  liaut,  tantot  en  bas.  La  confusion  pos- 
sible et  dont  il  faut  se  garder,  entre  les  indices  superieurs  et  des  exposants  ne 
sera  jamais  a  craindre  par  la  suite. 

Comme  nous  tenons  k  ce  que  le  chapitre  I  soit  independant  du  reste  de  I'Ou- 
vrage,  nous  ne  craignons  pas  de  repeter  ici  certaines  definitions  qui  y  ont  dcja 
ete  donnees. 


1 

! 
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ck'  zcjo;  Oil  poiiria  iilors  dclinii-  (lit  fti<;oLi  uuivfKjue  l;i  Iransfor- 
111  a  lion  inverse  T"'  —  (a:'  ,  x^). 

C.onsiderous  iiia  i  ii  Iciia  ii  I  dciix  I  ra  ii  sroiina  I  ions  T  el  Ti  Vit\)()\\- 
(lanl  aiix  cond il  i(^n,s  pi-eeedcules ;  la  premiere  T.  appliquee  aiix 
\arial)les  x'  periiieMra  d'en  deduire  de  uouvelles  variables  x'  el  de  la 
deiixieine  Tj,  applicpiee  a  res  d(!ruieres,  on  dedniia  iiue  Iroisieiiie 
serie  x' .  La  Iransforinaliou  qui  perniellrail  de  passer  directeiiient 
des  variables  x'  aux  variables  1'  s'appellera  le /j/'0<iM«7  des  transfor- 
malious  T  et  T]  el  se  lepresentera  par  la  notation T . Ti  =  ix'^x'). 

Cetle  iiiidl ipliralion  n'esi  pas  en  general  comiimlalive. 

Oil  (lira  (prim  ensemble  de  liausformations  (en  noiiibre  lini  on 
iufiui )  (oi  nie  un  i;ron[)e  si  les  produitsde  deux  Iranstorniations  quel- 
con([iies  de  rensemble  (  ainsi  (pie  les  inverses  de  ces  transfornia- 
lionsj  In II I  aiissi  partie.  Cette  dcrniere  condition  ini[)liqut!  que 
Ton  cousideic  couinie  faisanl  aussi  partie  du  groupe  la  transfor- 
nialion  identique  qui  laisserait  les  variables  incliangees. 

Nous  supposerous  essenliellement  par  la  suite  que  les  transfoi  - 
niatious  cpu'  nous  envisagerons  forment  un  groupe. 

20.  Systeme  de  fonctions  attache  a  un  point  de  la  multiplicite. 
— -Soil  niaiuleuanl,  dans  un  systeme  de  variables  determine  j'. 
un  |)oint  { x)  de  la  multiplicite  et  consid(irons  un  ensemble  de 
fonctions  /  ('11  noinbic  (pielconque,  fonctions  qui pourront  du  reste 
6lre  (b'di  nics  da  lis  loiile  la  miilliplicile  ou  seulemenl  en  certains 
p(jiiils  plus  oil  mollis  is()l('s. 

Un  tel  ensemble  s'appellera  un  systeme  de  fonctions  attache 
all  point  ( ./■ ). 

II  V  a  lieu  de  pieciser  les  conventions  suivant  lesquelles  on 
transformera  un  tel  systeme  lorsqu'on  efFectuera  sur  les  variables 
une  transformal  ion  T  =  ( ,  j:'  ). 

Le  prolileme  ainsi  p()S(''  est  largement  indc^termine,  mais  nean- 
moins  la  transformal  ion  S,  correspondant  a  T,  qu'il  faudra  faire 
siil)ir  au  systeme  f  ])Our  en  deduire  le  nouveau  systeme  f  doit 
satislaire  a  certaines  conditions  logiques. 

1°  Si  la  transformation  T  se  reduit  a  la  tranformation  iden- 
tique, il  doit  en  elre  de  m6me  de  la  transformation  S. 
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■a"  Si  T  so  li  ouve  el  re  le  prodiiil  de  deux  imustbrinalious  du 
«;roupo,  Ti  el  S  doll  Otre  (igaleinent  le  produit  des  trausfor- 
inalious  eoi  respoudantes  Si  et  So. 

iNOus  a[)peller()us  ces  deux  coudilious  les  conditions  (G);  elles 
laisseul  le  clioix  eulre  une  infinile  de  traiisforuiatious  S  possibles, 
niais  cerlaiues  d'eutre  elles  se  sont  imposees  si  naturellemenl  que 
leur  elude  s'esL  condensee  en  un  corps  de  doctrine  :  le  Calcid 
tensoriel. 

^1.  Transformation  par  invariance.  —  Le  premier  procede 
qui  se  presente  a  I'esprit  consiste  a  remplacer  simplement  dans 
les  fonctions  f  les  variables  par  leurs  expressions  en  fonction  des 
variables  .r',  on  obtient  ainsi  de  notivelles  fonctions  f  liees  aux 
pi'euiieres  par  des  relations  du  type 

On  (lira  alors  que  les  fonctions  /  ont  ete  tranformees  par 
im  cu  iance,  on  encore  que  ce  sont  des  invariants  par  rapport  a 
la  transformation  (T). 

11  est  evident  qne  les  conditions  (G)  sont  remplies  (^). 

22.  Autres  procedes  de  tranformation.  —  Mais  il  y  a  d'antres 
transformations  S  egalement  naturelles.  Supposons  par  exemple 
que  le  sjsteme  /*  soit  forme  de  n  fonctions  qui  soient  les  derivees 
partielles  premieres  par  rapport  aux  variables  x*-  d'une  m6me  fonc- 

lion  :  //=  -^^1  il  paraitra  tout  indique  de  transformer  par  inva- 
riance la  fonction  ©  en  une  fonction  cp  et  de  faire  correspondre 
aux  /',  les  derivees  partielles  de  cp  par  rapport  aux        On  aura 


(')  II  est  bon  de  remarquer  que  ce  mot  d'invariant  a  aussi  un  autre  sens  plus 
restreint  en  inatheniatiques.  On  le  reserve  souvent  au  cas  ou  la  fonction  /{x')  se 
deduit  des  x'  par  les  mernes  opi'-rations  que  cellcs  qui  percnettent  de  deduire  la 
fonction  f{x')  des  x'.  C'est  par  exemple  dans  ce  sens  qu'on  dira  que  I'expres- 
sion  x"- -\- y- -\- z-  est  un  invariant  par  rapport  aux  substitutions  orthogonales 
efTectuees  sur  les  variables  x,  y,  z. 

(- j  \:n  calcul  vectoriel,  le  systeme /,  est  alors  dit  le  gradient  du  scalaire  o. 
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Dc  iiieiiic,  la  lacon  (loiil  sc  liansf'orinent  Ics  (Jifrorenlielles  dcs 
\  aria  hies  dans  la  liansrormation  T  nous  donne  une  nouvelle 
siihsliliilion  S.  ci^idcmcii  I  lui  I  mcl  Ic  el  dc'dinie  paries  foniiiiles 

dx^  —  >  ~ —  ax' . 

Le  lecleiir  verifiera  sans  peine  (jue  [)onr  cede  I lanslui  uial ion 
comme  pour  la  pr^cc'denle,  les  conditions  (C)  sonl  encore  salis- 
failes. 

{\v  ^onl  ( cs  hiiiisloriiialions  naLurell(!s  que  nous  prendrons 

couiiiic  hiisc;  iii;iis,  ;i  iip;i  rii\ anl ,  indiquons  les  notations  que  nous 
einploierons  pai' la  suile,  ainsi  cpTune  iinportante  convention  (l(jnl 
nous  I'erons  consia lunuMi I  usaj^c. 

23.  Notations.  —  Pour  la  rapidile  de  Tecrilure,  nous  represeu- 
lerons  les  derivees  parlielles  des  variai)les  par  les  notations  sui- 
vanles  : 

Ox'         ,  dx^  _. 

2i.  Convention  de  sommation.  Indices  muets.  — -  Dans  les  for- 

mules  que  nous  venons  d'cerlic  dans  les  paragraphes  precedents 

li^ure  un  siiine  de  soiuuialion  etendu  a  toutes  les  valeurs  i, 

.  .     .         .        •  ■ 

2,  .  .  . ,  //  ])rises  par  un  indice  /"  lii;urant  deux  fois  dans  le  monome 

constitutif  du  second  membre. 

Nous  conviendrons  essentiellement^  chaque  fois  quil  en 
sera  ainsi,  de  su pjn  i nwr  Ic  sii^ne  correspondant  de  sommation; 
et  inversement,  chaque  fois  qu'un  monome  eontiendra  deux 
fois  un  meme  indice^  ii  moins  d' indication  contraire,  la  som- 
mation devra  etre  effectuee  pour  toutes  les  valeurs  de  cet 
indice  allant  de  i  ii  n  {^). 


(')  Cette  convention  de  sommation,  qui  peut  paraitre  un  peu  artificieile,  est  au 
fond  extremement  importante.  Elle  sejustifiera  d'elle-meme  par  sa  commodite, 
car  on  constatera,  comme  le  dit  M.  tMdington,  qu'elle  donne  toujours  aux  cal- 
culs  une  impulsion  dans  un  sens  favorable. 
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D'MprO's  cAi\.  los  formules  que  nous  avons  t'criles  precjcleui- 
incul  iendioni 

=:  x'ifr       (pour  le  gradient  d'un  scalaire) 

c/j;' =  x'f.dx''       (pour  les  differenlielles). 

l\()us  coiidensons  ainsi  deux  groupes  de  n  formules  distincles 
conlenant  cliacune  7i  termes  aux  seconds  membres. 

De  tels  indices  de  sommation  s'appelleront  des  indices  muels; 
on  pent  evidemment  changer  le  nom  de  tout  indice  muet  et,  par 
exemple,  la  ])remi6re  des  equations  precedentes  s'ecrit  tout  aussi 
bien 

(ionime  nous  le  verrons  plus  loin,  tout  indice  muet  occupera 
dans  un  mononie  (sauf  de  rares  exceptions)  une  fois  la  position 
haule  et  une  fois  la  position  basse. 

25.  Relations  entre  les  derivees  partielles  o[>\,  et  x\..  —  Si  nous 
reprenons  les  expressions  des  dilierentielles  totales  des  variables, 
nous  pourrons  ecrire  les  deux  groupes  de  formules 

dx'  =  x\.  dx'\, 
dx^-=x^dx'\ 

Les  deuxiemes  resulteraienL  du  reste  de  la  resolution  par  les 
formules  de  Cramer  des  equations  du  premier  groupe,  resolution 
cerlainement  possible  d'une  facon  unique  puisque  le  d(^terminant 
fonclionnel  est  different  de  zero. 

Si  Ton  elimine  entre  ces  equations  les  quantites  clx^ ^  on  devra 
touihci-  siir  des  identites 

dx^  =  x\.x^s  dx^ ^ 
ce  qui  implique  imm^diatement 

,•  - (       si  s  ^  J, 
x\.x\  = 

\  I    si  .y  =  i. 


)  II  y  a  la  quelquc  chose  de  toui  a  fait  analogue  au  fait  que  dans  une  intc- 
grale  dcfinie  le  nom  de  la  variable  d'intcgration  n'a  aucune  importance. 
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Dc  mrine,  en  (''liniiiiiml  jmi  roiilraire  Ifs  dx' ,  on  Ironverail  les 
icliil  ions  siiivantes  : 

(  '>     si  S^i, 
(  I     SI  .?  = 

(ics  rclalions  ne  sonL  du  resle  que  les  idenliles  bien  connues 
dedniles  du  developpement  d'nn  d(''leiiiiiniinl  [)nv  nipporl  a  ses 
lit^nes  ou  a  ses  colonnes. 

Si  iKHis  coinciions,  eomiue  il  s(!ra  commode,  d'appeler  o'^  unc 

(pianlile  e^ale  a  i  ou  a  o  suivant  que  t  est  egal  a  s  ou  diflerenl 

de  s,  les  formules  precedenles  (qui  seront  fondamentales  pour  la 

suite  )  s'ecrironl 

.  _       _  ■  (  o    s  i  .V  ^  « , 

(2)  x^,.a;'J  =  x',.x''^  =  0',       avec    0',  =  -         .         .    ,  ^ 

(  I     SI  5  =  i    (  '  ). 

20.  Systemes  tensoriels  du  premier  ordre.  —  Par  definition, 
nous  appellerons  syslcnir  tcnsoi  icl  co^'m  iant  du  premier  ordre 
toil  I  ensemble  de  //  fonclions  A,,  allacliees  au  point  (^)  et  se  Irans- 
foruiant  comme  le  j^radient  d  un  scalaire,  c'est-a-dire  d'apres  la  loi 

A,.  =  Ap. 

De  meine,  nous  appellerons  systeme  tensoriel  contrevaria at 
du  premier  urdre  tout  ensemble  de  n  fonctions  A'  attacliees 
au  poini  {^x)  et  se  transformant  comme  les  differentielles  des 
variables,  c'est-a-dire  d'apres  la  loi 

(4)  A'-=SJ,-AP. 

Le  caractere  covariant  sera  tou/'oiirs  indique  par  un  indice 
inferieur,  le  caractere  contrcx  ariani  /ouj'ours  par  un  indice 
suprrieur  (- ). 


( ' )  II  faut  ecrire  0/  i  si  s  =  /,  et  non  0'  =  i,  ce  qui  serait  inexact  a  cause  de 
la  convention  de  sommation  (0^.=  /?.) 

(2)  li  pourrait  paraitre  plus  logique  d'appeler  systemes  covariants  ceux  qui  se 
transforment  d'apres  la  loi  (/j),  c'est-a-dire  qui  varieiit  comme  les  variables 
fondamentales. 

I^n  realite,  la  notation  dont  nous  nous  servotis  ici  (et  qui  est  a  peu  pres  uni- 
versellement  adoptee)  a  pris  naissance  dans  la  geometric  lineaire.  Expliquons-le 
en  deux  mots  en  nous  placant  dans  I'espace  ordinaire  k  trois  dimensions. 

Pour  reperer  dans  I'espace  lineaire  un  vecteur  (V)  d'origine  O,  on  menepar  O 
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27.  Inversion  des  formules  precedentes.  —  En  echangoaol  les 
roles  (les  variables  cl  ./',  les  ionmilcs  (  ,>  )  cl  (4)  s'c'Ci  ivcDl  aussi 
bien  sons  la  forme 

(3')  A,.=zSPAp; 
(4')  A'  =  4AP. 

Pour  nous  f'aniiliariser  avec  le  mecanisine  du  calcul  lensoriel, 
donnons  la  demonstration  directe  de  la  formule  (3'). 
Parlous  de  la  formule  (3) 

A,.=  ^-[^.Ap; 

mullipllons  les  deux  membres  par  x'^  et  faisons  la  sommation 
implicitement  contenue  dans  le  fait  que  r  devient  indice  muet, 
nous  aurons  successivement 

x'^  A =  ^ P,     A  p  =  0  J  A  p  =  A , 
ce  qui  n'est  autre  que  la  formule  (3')  ). 

28.  Systemes  tensoriels  du  second  ordre.  —  Parlous  par 
exemple  de  deux  sjstemes  covariants  du  premier  ordre,  B,.  et  G,-, 
formons  les  7i-  fonctions  A,,  —  B,.C^  et  cherchous  leur  loi  de 
transformation  quand  on  change  de  varial^les. 

Irois  vecteuis  de  base  (ou  vecteurs  unites)  (Ui),  (U2),  (U3),  arbitrairement 
clioisis,  mais  non  situes  dans  un  rneme  plan.  On  decompose  ensuite,  suivant 
leurs  lignes  d'action,  le  vecteur  (V)  en  Irois  vecteurs  (Vj),  (¥2)^  (^3)-  Les 
coordonnees  du  vecteur  (V)  seront  alors  les  Irois  modules  x'^^  a7%  des  homo- 
tlieties  qu'il  faudrait  faire  subir  respectivement  aux  vecteurs  unites  (UJ, 
(UJ,  (U3)  pour  obtenir  les  vecteurs  (VJ,  (VJ,  (V3). 

Si  Ton  change  les  vecteurs  de  base,  en  les  remplagant  par  trois  autres  (Uj, 
(U,),  (i  j)?  lies  aux  premiers  par  les  relations  vectorielles 

(U,)  =  Xf(U,), 

on  voil  de  suite  que  les  nouvelles  coordonnees  de  (V)  seront  reliees  aux 
anciennes  i)nr  les  formnles 

x^  =  )J^x^. 

C.es  coordonnees  se  transforment  done  en  sens  contraire  des  vecteurs  de  base, 
d'oii  le  nom  qui  leur  a  cte  donne  de  variables  contrevariantes. 

(■)  On  se  familiarise  vite  avec  I'emploi  des  formules  (3)  et(4),  (3')  et  (4  ); 
pour  faciliter  red'ort  de  memoire,  it  suffit  de  se  rappeler  que  le  systeme  des 
diirerentielles  dx'  est  contrevariant.  C'est  precisement  pour  cette  raison  que 
nous  avons  affccte  les  variables  d'un  indice  suparieur. 
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(!i('llo  loi  osL  (h  idciilc ;  on  ;i  cu  ('lief 
(I  Oil 

J!,.C.,=  OT'-'.^^B.^G^, 

(•'('sl-;i-<l  I  re 

A —  '^/*    \^  "^0*1* 

Tout  s\  sl('iii('  (Ic  //-  loLicI  ious  se  lr;iiisl"()riijiiijl  siiivjiul  edit;  loi 
serii  (lit  cousi iiiicr  iiii  sy.sfcme  tensor/rl  covariaiii  da  second 
ordrc. 

En  piirlaiil  dc  deux  sysltMiK's  coulicNai  iauls  du  picnnci'  oidre, 
nous  definiroiis  de  m^me  les  systemes  tensoriels  contrevariants 
du  second  ordre.  ensemble  de  n-  fond  ions  A"  obeissani  a  la  loi 
de  Iransroi'Mia  I  ion 

h^ulin,  en  parlani  de  deux  syslenies  du  j)reniier  oi'dre,  1  iin 
covariant,  Fantre  contrevariant,  nous  d^finirons  des  systemes 
(ensorieh  mixtes  du  second  ordre  avec  la  loi  de  iransfornialion 

I^n  resume,  les  loriuules  de  I ranslorma lion  des  syslemes  tenso- 
riels du  second  ordre  seront  donnees  par  le  tableau  suivani  : 

I  A/-.V  =  A^jy       (  sysU'iiies  covai  iants), 

(  5)  \  A'"'^  =  ;r'^'.r^  AP'^       (  systemes  conlrevaiiants), 

V  k-^  —  x^''^.x% K'r^       (  systemes  mixtes. ) 

tS).  Generalisation  definitive.  —  II  est  evident  qu'un  procedt^ 
ima1oi;ii('  pcniicl  I  ra  de  di'liuir  des  systemes  d'un  ordre  quelconque. 
11  sullira  d  en  douuej"  un  exeuiple.  Un  ensemble  de  n''  I'onc- 
hons  sera  dit  former  un  systeme  tensoriel  du  troisieme  ordre, 
covdrianl  par  rapport  aur  indices  r  et  t,  cojitrevaria n(  par 


(')  II  y  aura  lieu  en  general  par  la  suite  de  preter  la  plus  grande  attention  a 
I'ordre  des  indices;  pour  le  mettre  en  evidence,  dans  le  cas  des  systemes  mixtes, 
nous  metlrons  en  face  de  cheque  indice  un  point  destine  ^  marquer  sa  place 
dans  la  rangee  oii  il  ne  figure  pas. 
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rapj)ort  a  Vindivc  s,  s  il  se  Iraiisloi  HiL'  crapres  la  loi 

( )  A I  —      37  J  X/  A  p'^T. 

('('lie  ruiMuule  contieiii  en  n'silih'  loiiles  les  formules  [)r(3ce- 
deiilt's  en  supposant  (|ue  rerlains  Indices  \  icnnent  a  disparaiire, 
et  n)6me,  par  extension,  cllc  conlieul  Ic  cas  des  invarianls  qni 
apparalssent  conime  des  systenies  d  ordre  zero. 

\a\  lorniuh^  ( (S)  s'iiiNei'se  facileinenl  et  s'ecrit  anssi  bien 

((J')  A/.-^'^  =  a^p.^a;?.-; Ap'^-.  ('). 

Uchun  iinc .  —  L'interel  des  Iransrornial ions  du  calcul  tensoriel 
reside  dans  Ic  fait  qn'elles  s'apj^liquenl ,  non  senlement  pour 
cerlaines  I lanslorinations  T  formani  un  groupe  particnlier,  mais 
hicn  pour  loules  les  Iranst'ormal ions  irnaginaljles,  sous  la  seule 
reserve  des  conditions  d'existence  et  de  conlinuile  des  derivees 
que  nous  avons  mentionn^es  plus  haul. 
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Nous  allons  maintenant  pr^ciser  les  op(3rations  auxquelles  on 
pent  soumettre  les  syst^mes  lensoriels. 

30.  Multiplication  par  un  invariant.  —  II  est  evident  que  si  Ton 
multiplie  toutes  les  composantes  d'un  sjsteme  c|uelconque  par  un 
m^me  invariant,  on  obtient  encore  un  syst^me  de  m^me  tjpe. 

31.  Addition.  —  Etant  donnes  deux  ou  plusieurs  sjst^mes  de 
meme  type^  si  I'on  additionne  leurs  composantes  de  monies  indices 
on  obtient  un  nouveau  systeme  de  m6me  type  qui  est  dit  leur 
sonime. 

Celte  op(^ration  qui  est  evidemment  commutative  et  associative 
est  Tanalo^uc;  de  I'addition  vectorielle. 

32.  Multiplication.  —  Etant  donnes  deux  svstemes  de  tyj)e  el 


(')  11  sut'lit  de  surligner  les  fonctions  qui  ne  le  sont  pas,  d'eftacer  le  trait  de 
ceiles  qui  le  sont  et  de  changer  la  place  du  trait  dans  chaque  derivee  partielle. 
Le  calcul  direct  en  est  du  reste  immediat. 
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(Vordrc  quelconques,  si  Ton  inultiplie  de  toiites  les  facons  pos- 
sibles les  composanles  de  I'lin  par  celles  de  I'autre,  on  oblienl 
encore  iin  noiiveau  sjsteme  dont  Ford  re  est  e<ial  a  la  soiiime  des 
ordres  des  precedents  et  qui  est  dit  \i^\\v  produit  extci  ieur  (^). 

Cette  multiplication  est  commutative,  associative  et  distributive 
par  rapport  a  I'addition  (2). 

33.  Contraction.  —  Gonsiderons  un  sjsl6me  mixte  du  deuxieme 
ordre,  A;f ;  il  se  transforme  d'apres  la  loi 

A;;"'  =  x^.x'a  h.'^ . 

Faisons  dans  cette  formule  s=  r,  ce  qui  entraine  la  somination 
par  rapport  a  r  devenu  indice  muet,  nous  aurons 

A;'-  =  xlx'aki-  =     Ap^  =  ApP  =  A;.'-. 

Conclusion.  —  A;!  est  un  invariant.  Getle  operation  qui  per- 
met  de  passer  d'un  sjst^me  mixte  du  second  ordre  a  un  invariant 
porte  le  nom  de  contraction. 

Extension  ci  des  sy^slemes  cV ordre  plus  eleve.  —  Si  nous  appli- 
(pions  la  m^me  metliode  a  un  sjsteme  mixte  quelconque,  A^;,-,'  "^  par 
exemple,  en  j  egalant  les  indices  ^  et  ^  qui  deviennent  alors  indices 
muets,  on  voit  de  suite  que  A^^"\.  se  transforme  comme  un  sys- 
l6me  du  type  B;^,y'  d'ordre  inferieur  de  deux  unites  au  sysleme 
doune. 

Renicircjue.  —  Lorsque  le  systeme  est  d'un  ordre  superieur  au 
deuxieme,  on  pent  en  general  en  tirer  des  syst^mes  contractes 
diff(5rents  suivant  les  indices  que  Ton  convient  d'egaler. 

(')  U  est  inutile  de  clonner  la  demonstration  de  cette  propositiou,  puisque 
c'est  de  ce  procede  meme  que  rious  sommes  partis  pour  former  des  systemes 
d'ordre  de  plus  en  plus  eleve. 

(-)  11  y  a  cependant  lieu  de  remarquer  que,  si  la  multiplication  est  commuta- 
tive en  ce  sens  que  les  deux  facteurs  jouent  le  meme  role,  il  est  bon  de  faire 
attention  aux  notations.  Pour  un  produit  de  deux  systemes  du  premier  ordre, 
par  exemple,  il  conviendra  de  representer  par  des  lettres  differentes  les  deux 
svstemes  produits 

A,.^=B,.C,       et       a;..,=  C,.B^. 

Ges  deux  systemes  ont  bien  les  memes  composantes,  mais  elles  ne  sont  pas  ecrites 
dans  le  meme  ordre. 
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34.  Multiplication  mixte  et  multiplication  interieure.  —  Etaul 
donnes  deux  sjsleines  tensoriels,  on  peut  faire  suivre  leur  multi- 
plication exterieure  d'une  conliacliou  ])lus  ou  iiioins  repetce 
appliquee  a  des  indices  apparlenani  a  Fun  el  a  rauire  des  sys- 
ti^nies.  On  obtient  ainsi  la  multiplication  mixte. 

En  particulier,  ce  precede,  applique  a  deux  sjsl(^mes  du  pre- 
niier  ordre  de  types  difl't^rents,  donne  naissance  a  I'invariant  A,.B' 
qui  porte  le  nom  de  produit  interieuv  des  deux  syst^mes  et  qui 
est  I'analogue  du  produit  scalaire  du  calcul  vectoriel  (^). 

35.  Precedes  permettant  de  deceler  le  caractere  tensoriel  d'un 
systeme.  —  Lorsqu'un  syst^me  de  fonclions  s'introduit  dans  un 
probl^me,  on  peut  quelquefois  reconnaitre  son  caractere  tensoriel 
en  v(^rifiant  s'il  obeit  aux  lois  de  transformation  des  systemes 
tensoriels  ou  encore  s'il  n'est  pas  compost  par  addition,  multipli- 
cation ou  contraction  a  I'aide  de  systi^mes  tensoriels  plus  simples. 
Mais  il  existe  aussi  un  troisieme  procede  courant  tr^s  important. 

Soit  un  systeme  de  fonctions  dependant  par  exemple  de  trois 
indices  (auxquels  d  dessein  nous  it assignojis  pas  de  places  ) 
A(/%  s,  t)  et  supposons  que  le  produit  contracte  A(/\  s,  t)ivr\sV' 
soit  un  iiwariant^  quels  que  soient  les  systemes  tensoriels  i,  . 
o/i  pourra  a f firmer  que  le  systeme  A(/',  s,  t  )  constitue  un  sys- 
teme tensoriel  contrevariant  par  rapport  aux  indices  r  et  s, 
corariant  paj-  rapport  a  Vindice  t. 

En  elVet,  la  propriet(^  d'invariance  mentionnee  dans  Fenonce 
s  exprime  par  F^galite 

ou  encore,  d'apres  (3)  et  (4), 
c'esl-a-dirc 

I  A  (/■,  5,  0  —  A  (p,  cr,  z)x'r,xa x;}]lr\.l'  =  o. 

(')  La  di llerentielle  totale  ^.dx'  d'un  invariant  /  est  un  exemple  simple  de 

multiplication  interieure  et  la  propriete  d'invariance  de  ce  produit  contracte 
est  bien  connue. 


APPKI.I..   —  V. 
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Nous  avons  dans  Ic  prciiiier  membre  une  forme  trilin(3aire  des 
variables  J,.,  yj^,  qui  doit  ^Ire  identiquement  nulle,  il  s'ensuit 
qu'on  aura,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  indices  r,  s-,  ^, 

X{r,  s,  t)  =  XpXaXlX(p,  cr,  t), 

ce  qui  d^montre  le  thdoreme  (^'nonce 

Corollaire.  —  Le  lecteur  demontrera  sans  peine,  en  se  basant 
sur  bi  proposition  pr6c(^dente,  le  corollaire  suivant  : 

le  sy Sterne  de  fonctions  A(  r,  s,  I)  est  tel  que  le  produit 
contracte  A(r,  s,  t)  forme  un  systeme  tensoriel  ccwariant  du 
premier  ordre,  quel  que  suit  le  systeme  tensoriel  B,,,  on  pourra 
ajjirmer  que  le  systeme  A(/%  s.  t)  constitue  un  systeme  tensoriel 
contrevaricuit  par  rapport  aux  indices  r  et  s,  covariant  par 
rapport  ci  Vindice  t  ('^). 

36.  Consequence  :  Modification  de  la  definition  des  systemes 
tensoriels.  —  Les  propriet^s  pr(3C^dentes  peuvent  servir  de  d^fini- 
lion  pour  les  systemes  g(5neraiix;  c'est  le  point  de  vue  adopts  en 
particulier  par  H.  Wejl  {Temps,  Espace,  Matiere^  edition  fran- 
caise,  p.  27). 

H.  Wejl  introduit  plusieurs  series  de  variables  dont  les  unes  a 
indices  inf^rieurs  se  transforment  par  covariance,  les  autres  a 
indices  superieurs  se  transforment  par  contrevariance. 

Ceci  pose,  se  donner  par  exemple  un  sjst^me  tensoriel  du 
troisi^me  ordre,  contrevariant  par  rapport  aux  indices  r  et  s,  cova- 
riant  par  rapport  a  I'indice  t,  c'est  se  donner  une  forme  trilineaire 


(')  La  demonstration  precedente  suppose  essentiellement  que  les  systemes 
de  composantes  respectives  r|^,  sont  quelconques.  Par  exemple  le  fait 
([ue  A(/-,  5)  est  un  invariant  quel  que  soit  le  seul  systeme  de  composantes  ';' 
entraine  seulement  la  consequence  que  les  quantites  A(r,  s)-i-A(.s,  r)  torment 
un  systeme  tensoriel  covariant  du  second  ordre.  On  n'en  deduira  une  consequence 
certaine  sur  les  AC/-,  s)  elles-memes  que  dans  des  cas  particuliers,  par  exemple 
si  A(/*,  s)  =:  A(s,  /■),  ou  bien  encore  si  I'on  a  pu  demontrer  directement,  comme 
nous  en  verrons  plus  tard  une  application,  que  les  quantites  A(r,  s)  —  A  (5,  /•) 
forment  elles  aussi  un  systeme  tensoriel  covariant  du  second  ordre. 

(2)  II  est  k  peine  besoin  de  faire  remarquer  que  les  proprietes  donnees  ci- 
dessus  sur  des  cas  particuliers  pour  la  commodite  de  I'ecriture  sont  absolument 
generales. 
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par  rapporl  a  Irois  series  (It;  xarialjles 

qui  resle  ideiitiquemeni  invai  iante  dans  toule  iransformalion  des 
variables  de  base. 

Les  coefficienis  de  la  forine  soul,  alors  les  composantes  du 
svsteme. 

37.  Systemes  tensoriels  speciaux.  —  Les  sjst^mes  qiie  Ton 
rencontre  en  niecanique  ou  en  physique  poss^dent  en  general 
d'importantes  propri(5t(^s  de  sjm($trie 

I  Systcjucs  syinclriques.  — -  On  dit  qu'un  sjsteme  conlrevariant 
ou  covariant  est  sjmetrique  si,  en  ecliangeant  les  valeurs  de  deux 
indices  quelconques,  on  retombc  sur  une  composante  du  m^me 
sjsttjme  egale  a  la  premiere. 

Par  exemple,  pour  un  sjsteme  covarianl.  du  deuxi^me  ordre, 
cette  propriete  se  traduira  par  I'egalite 

qui  devra  avoir  lieu  quelles  que  soientles  valeurs  des  indices  r  et.s. 

2"  Systemes  symetriques  gauches  {ou  antisymetriques).  — - 
On  dit  qu'un  sjsteme  conlrevariant  ou  covariant  est  sjm(3tric{ue 
gauche  si,  en  6changeant  les  valeurs  de  deux  indices  quelconques, 
on  relombe  sur  une  composante  du  m^me  sjsteme  opposee  a  la 
premiere. 

Dans  le  cas  d'une  multiplicite  a  trois  dimensions  par  exemple, 
un  sjsteme  antisjm(^trique  du  second  ordre  n'a  que  trois  compo- 
santes dislinctes  non  nulles,  car  on  a 

All  =  Aoo  =  A:;:;  =  (),  Ai2  =         A.21,  A23  =  — A^?,,  Ap,i= — A 13; 

un  sjsLeme  anlisjm^trique  du  Lroisieme  ordre  a  ses  composantes 
soit  nulles  soit  (3gales  entre  elles  en  valeur  absolue,  et  il  n'existe 
pas  de  sjsteme  anlisjmelrique  d'ordre  superieur  a  trois. 

Le  lecleur  \eri(iera  sans  peine  que  ces  proprietes  de  svjuetrie 
dioile  (ju  gauclie  se  conservenl  par  un  changemeiiL  de  variables. 

Nous  reiieoulrerons  plus  tard,  pour  des  sjsLemes  lensoriels 
dOrdie  superieur  a  2,  des  cas  plus  complexes  ou  la  svineirie 
droile  ou  gaiielie  n'a  lieu  (pie  pour  certains  groupes  d  indices. 
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III.       FORME  QUADRATIQUE  FONDAMENTALE. 

08.  Definilion.  —  Duns  Ics  queslioiis  geoinelricjues  011  physiques 
(|ti('  Tioiis  (''hidicrons  pai"  la  suite,  nous  iiilrodiiiions  iiiic  forme 
({iiinlrall(|ii('  (les  (I i (IVtciiI ielles  des  \arial)les 

que  uous  a ppcllcTons  la  foniic  f[uadralique  fondameiitale. 

Les  gii-  soul  des  fouclioiis  (  eoutioues  et  dei'ivahles  j  des  coor- 
donnees  x"-  et  la  valeur  de  la  forme  quadratique  fondamentale  sera 
dite  le  carre  de  la  distance  separant  les  deux  points  de  coor- 
donnees  r'  et  +  d^'  ^  sans  qu'il  faille  voir,  jusqu'a  nouvel  avis, 
aiihc  chose  dans  celle  appellation  de  distance  qu'un  langage 
i;('(uiH'ii  i(|ue  conventionnel  commode. 

'I'oule  multiplicite  (hms  laquelle  on  aura  ainsi  defini  Ididistance 
de  deux  points  voislns  sera  dite  un  espcire. 

Par  definition  nieme.  la  forme  fondanwntale  sera  sapposee 
dnniK'c  dans  un  systrnte  de  variables  determine  et  sera  trans- 
I'ovmre  par  i/u'aria nee  si  on  veut  V avoir  dans  un  autre 
system  e 

Nous  supposerons  du  reste  essentiellenient,  ce  que  nous  avons 
moutie  (Mre  toujours  possible  dans  le  Ghapitre  I,  que  ses  coeffi- 
cients sat  is  font  a  la  loi  de  sym(3trie 

39.  Systeme  tensoriels  fondamentaux  du  second  ordre.  — 

D'apres  le  theor^me  du  n"  35  et  la  remarque  qui  I'accompagne  en 
note,  les  fonctions  forment  un  systeme  tensoriel  covariant  du 
second  ordre. 

D'autre  part,  avec  les  71-  composantes  ^v/,,  on  peut  former  -un 
determinant  ^  =  ||  ^^//- 1|  qu'on  appelle  le  discriminant  de  la  forme 
quadratique  fondamentale.  Nous  sTqq)oserons  ce  discriminant 
essentiellenient  different  de  zero;  cette  condition  est,  comme  il 
est  bien  connu,  celle  qui  est  necessaire  et  suffisante  pour  que  la 
forme  puisse  se  decomposer  en  une  somme  algebrique  de  carres 
de  n  formes  lineaires  independantes  (M- 


(M  La  t'orme  quadratique  est  alors  dite  non  degencree  (voir  Cliapitre  I). 
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Nous  HNOiis  luonlre,  an  u*'  II,  que,  clans  iin  changement  de 
\arial)l('s  ( ./' ),  le  discriminant  se  trouvc  iniiltiplie  par  le  carre  du 
(Iclcrinliiaiil  roiiclioiincl  dv  la  transformation ;  si  done  il  est  diffc^renl 
(le  zero  dans  iiiisA  sleine  de  variables,  il  I'estaussi  dans  tousles  autres. 

Ceei  |)ose,  elani  doiine  uii  systenie  contrevariant  quelconque  du 
premiei-  ordre  V',  lormons  le  produit  contracle 

el  resohons  les  equations  ainsi  ohtenues  par  rapport  aux  compo- 
sanles  A^' ;  on  aura  des  relalions  de  la  forme 

dans  lesquelles  ies  coefiicients  g'''  seront  les  mineurs  normalises 
du  discriminant  M, 

De  la  il  resulte  ( toujours  par  application  du  m^me  theor^me) 
que  les  quant i les  g'''  sont  les  composantes  d'un  sjst^me  contre- 
variant du  second  ordre  qui  est  (3videmment  egalement  symetrique. 

Entin  par  multiplication  contractee,  nous  en  tirerons  le  sjst{?me 
mixte 

=  (-), 

cr  les  relations  fondamentales  des  determinants  d^monlrent  de 
suite  qu'on  a 

(  o  si  «V  ^, 
(  I    SI  I  =  k. 

Les  Irois  systemes  ainsi  d^finis  ^,7,,  g-'f.  forment  le  groupe 
des  systcines  tensoriels  fondamentaux  du  second  ordre  (^). 

iO.  Systemes  associes.  Tenseurs.  —  Deux  systemes  du  premier 


('j  ( '.'est-ii-dire  tels  que  I'on  ait 
{  I 

g''' —   X  m incur  relatif  k 

('-)  II  n'v  a  pas  lieu  ici  de  preciser  davanlage  la  place  des  indices  i  et  k  dans 
Ic  pri'mier  nneml)ie  ii  cause  de  la  symetrie  des  systemes  du  second  membre. 

(^1  Le  systerne  inixte  g'/.  jouit  de  la  propriete  remarquable  d'avoir  les  memes 
composantes  dans  Lous  les  systemes  de  coordonnees;  on  I'appelle  quelquefois  le 
systemr  unit  aire 
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ordrc  A'  el  (51/  lj|>es  (lillerciils,  lels  que  cen\  rjnc  nous  avr)n.s 
inlrodiiils  plus  haul,  lies  par  les  rola lions 

oil  par  Ics  relalions  equivalcnlcs 

soni  (Ills  des  sjsleiiies  associrs  on  encore  des  syst^mes  r«''<i- 
prof/ues. 

Si  deux  syslenies  sonL  e^aux,  leurs  associes  sonI  evideiiiinent 
egaux.  Si  Ton  forme  le  produil  contracts  A,.  B' .  l  invarianl  oblenu 
est  le  m6me  que  si  Von  avail  opere  avec  les  reciproques  CV  6hr. 
Eniin  remarquons  que,  dans  le  cas  particulier  important  ou  la 
forme  quadrat ique  fondamentale  se  r^duit  a  la  somme  des  carries 
des  differentielles  des  variables,  deux  sysremes  associes  ont  les 
m^mes  composantes. 

Ges  dilferentes  raisons  (  qui  se  preciseront  plus  lard  sur  les 
exemples)  nous  conduiront  a  regarder  deux  systc^mes  associes 
comme  representant  un  seul  et  m6me  ^tre  geometrique  ayant  ainsi 
a  la  fois  des  composantes  covariantes  et  des  composantes  conlre- 
variantes,  6tre  auquel  nous  donnerons  le  nom  de  tenseur. 

On  repr^senlera  alors  ces  composante  par  la  meme  lellre  avec 
une  place  differente  pour  Tindice  el  les  formules  donn^es  plus 
liaut  deviendront 

Quand  au  tenseur  lui-meme,  nous  emploierons  pour  le  repre- 
senter  la  notation  (A). 

On  concretise  les  relations  (^)  en  disani  que  la  premiere 
realise  Vahaissement  de  l  indice,  la  deuxieme  I'rlevatioji  de 
Vindice. 

Si  Ton  avait  op6r^  de  meme  en  remplacanl  les  syst(>mes  cova- 
riant  et  contrevariant  fondamentaux  par  le  sysleme  fondamenlal 
mixte,  on  aura  it  eu 


Le  sjst^me  mixte  s'appelle  pour  cette  raison  un  operateur  de 
substitution  d  indice. 
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(ir/irralisation.  —  Les  regies  precedentes  d'abaissement  et 
dCleN alion  d'iiidices  s'appliquenl  loul  aussi  bien  a  des  syst^mes 
dOiMhc  sii])eritMir.  Oil  aura  par  oxeniple 

gikp^.j^^  A-/. 

Nal iircllciuciil ,  en  g(^neral  il  faiil  lenir  compte  de  celui  des  deux 
indices  doni  ou  cliauge  la  place  el  par  exemple  le  sjst^me 

sera  dillereuL  tlu  [)recedent.  Ges  deux  sjst(^mes  mixtes  seront 
cepeudanL  identiques  si  A,7,=  A/,,-,  c'est-a-dire  si  le  systeme  donii(5 
est  synielrique,  el  il  n'y  aura  alors  aucun  inconvenienl  a  employer 
pour  les  designer  la  notation  plus  simple  A^. 

On  verilie  aussi  immediatemenl  que  la  succession  des  deux 
operations  d'abaissement  etd'el(^vation  portant  sur  un  m6me  indice 
redonne  le  systeme  primitif. 

Ici  encore  (  et  de  m^me  dans  des  cas  plus  g(^neraux)  nous  par- 
lerons  du  lenseur  da  second  ordie  (A)  ay  ant  pour  composantes 
de  differents  lypes  les  systemes  tensoriels  A,/,,  A-^',  h}'K  En 
parliculier,  les  trois  systt;ines  tensoriels  fondamentaux ^,7^,  ^f,  g^^ 
delinissent  le  tenseur  fondamental  du  second  ordre  (G)  que 
Ton  appelle  encore  souvent  le  tenseur  metrique. 

Remarque.  —  Elant  donne  un  tenseur  quelconque  (d'ordre  an 
moins  egal  a  2  ),  on  pourra  toujours,  en  appliquant  I'op^^ration  de 
la  contract  ion  a  ses  composantes  mixtes,  en  cleduire  un  nouveau 
lensem-  d  ordre  inferieur  de  deux  unites  an  premier.  En  particulier, 
de  lout  tenseur  d'ordre  pair,  on  pourra  d(^duire  par  application 
re|)etee  de  ce  ])rocede  un  invariant  (ou  tenseur  d'ordre  zero)  qui 
sera  dit  la  trace  du  tenseur  primitif.  Getle  trace  n'est  du  reste 
unicpie  que  pour  les  tenseurs  symetriques  (^). 

41.  Regies  du  «  jeu  des  indices  ».  —  On  pent  encore  6noncer 
les  deux  regies  suivantes  d'application  usuelle  : 

i"  J)ans  lout  monome  tensoriel  ou  se  trouve  un  indice  muet, 
on  pout  elever  cet  indice  a  partir  de  sa  position  inf^rieure  en 
Tabaissant  en  m6me  temps  a  partir  de  sa  position  sup^rieure. 


('1  Par  exetnple  la  trace  du  lenseur  fondamental  (G)  n'est  autre  chose  que  le 
nomhre  //  des  dimensions  de  I'espace  considere. 


\o       CALCUL  TENSORIEL.  APPLICATIONS  GEOMETRIQUES  ET  MECANIQUES. 

Par  exemple,  1(!  inonome  A''  B,  s  ecrira  snccessivemenl 

Si  clans  fous  les  termes  crniie  ('(jualion  lensorielle  lij;iire  mi 
memo  indice  /w/i  mue/,  on  a  nne  ccjnalion  ccpii valentc  en  elevani 
ou  en  abaissanl  eel  Indice  dans  tontes  les  posiiions  ([n  il  occnpe  ( '  ). 
Par  exemple,  les  ('qua I  ions 

a:;/=:b::,c, 

sonl  (''qni>alenle.s  aux  coml)inai,sons  qu'on  en  lire 

^o'.pAP,=  .^,.pBPG„ 

done  a 

A,.,.,=  B,.,G,. 

IV.  —  LIGNES  GfiODfiSIQUES. 

42.  Definition  et  Equations  differ entielles  des  geodesiques.  — 

Nous  poiirsuivrons  plus  loin  IV'tude  g^oiiK^trique  des  espaces  que 
nous  venons  de  dc^finir;  nous  anriciperons  cependant  sur  elle  en 
introduisant  des  maintenant  la  notion  iniportante  de  li<ine  i^co- 
desique. 

Si  nous  supposons  que  les  variables  sont  des  lone  I  ions  d  mi 
parainetre  t,  le  point  qu'elles  d(^finissent  est  mobile  et  decrit  mie 
courbe.  En  particulier,  Fensemble  de  tons  les  points  pour  lesquels 
le  param^tre  est  compris  entre  deux  limites  fixes  ft  formera 
un  arc  de  la  courbe,  arc  dont  la  longueur  sera  donnc^e  eonven- 
tionnellement  par  la  valeur  de  Fintc^grale  d(^finie 

(')  II  est  ^  remai-quer  que  notre  convention  de  sommation  des  indices  niuets 
est  I'analogue  de  la  regie  de  contraction;  il  s'ensuit  que  tout  indice  muet  doit 
bien  occuper  dans  tout  monome  une  fois  la  position  haute  et  une  fois  la  posi- 
tion basse.  De  raeine  les  indices  non  muets  doivent  etre  en  meme  nonnbre  dans 
tous  les  monomes  d'une  equation,  y  etre  representes  par  les  memes  lettres  et  y 
occuper  les  mennes  places.  Ges  remarques  doivent  etre  regardees  coninie  des 
complements  aux  lois  bien  connues  dc  I'homogeneite  des  formules  physiques,  elles 
subsistent  tant  que  la  generalite  des  formules  n'a  pas  ete  detruite  par  un  choix 
particulier  du  systeme  de  coordonnees. 
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Ca'\  iiic  sera  susceptiI)U'  d  Otic  oi  ieiitr  et,  j)ar  suite,  nous  pour- 
rons  d(ilinir  sa  longueur  en  <^randeur  et  en  signe  (^). 

Parnii  les  courhes  de  Fespace  reliant  deux  points  fixes  Po  et  Pi, 
nous  donnerons  le  noni  de  geodesiques  a  celles  dont  la  longueur 
est  niaxiniuiu  ou  minimum  par  rapport  a  celles  des  courhes  voi- 
sines.  La  delinilion  que  nous  donnons  ainsi  esl  evidenimenl 
iiidependanle  du  sjstOme  de  coordonnees,  puisque  la  notation  de 
longueur  en  esl  elle-meme  ind(3pendante. 

Pour  deieruiiner  ces  courbes,  s'il  en  existe,  nous  emploierons 
iiiu'  metliode  classi([ue  du  calcul  des  variations  (2). 

Soit  L  une  telle  eourbe;  nous  prendrons  comme  parametre  pour 
lixer  la  position  d  un  point  sur  elle  Fare  s  compte  a  partir  d'une 
certaine  origine,  le  sens  positif  etant  celui  de  Po  vers  Pi ;  soient  de 
plus  .vo  et     les  abscisses  curvilignes  de  ces  deux  derniers  points. 

Ot'dormons  un  pen  cette  eourbe  en  lui  conservant  les  mOmes 
evlreniites.  Pour  cela,  donnons-nous  un  ensemble  de  11  fonctions 
continues  arbilraires  ^\s),  s'annulant  aux  limites  ^0  et  ^i,  et  desi- 
gnons  par  i  une  quantite  infiniment  petite  independante  de  s]  le 
point  Q  de  coordonnees  x'  s^'  d^crira,  s  variant  de  .^o  a  une 
eourbe  Li  tres  voisine  de  L. 

Representons  pour  un  moment  par  des  lettres  accentuees  les 
derivees  j)ai-  rapport  a  .s-  et  posons 

^{x,  x')  =  gikx'^x'^. 

La  fonction  ^  est  identiquement  egale  a  i  tout  le  long  de  la 
eourbe  L  et  elle  prend  sur  la  eourbe  Li  la  valeur 

+         X'  +  £^'). 

C.eci  pox',  l;i  longueur  /  de  L  est  evidemment  ^ — sq  et  celle 


I.e  choix  de  la  determination  de  s  ne  presentera  aucune  difficulte  si  la 
tornie  quadratique  fondamentale  est  definie.  Si.  au  contraire,  elle  n'est  pas 
delinie,  il  sera  bon  de  ne  considerer  que  les  arcs  de  eourbe  restant  dans  une 
n'uMon  (le  I'espace  ou  elle  conserve  un  signe  constant. 

Nous  supposerons  aussi,  conime  on  Ic  fait  en  geometric  analytique  ordinaire, 
<|u'ii  cliaquc  valeur  du  parametre  entre  et  correspond  un  point  unique 
<ie  I'arc  et  rrciproqueinent,  autrernent  dit  <(ue  la  representation  parametrique  est 
propre 

{-).  ('/.  (.  I,  '|«  edition,  p.  .u3. 
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(le  Li  est  doiin(3e  par  rinic'gralo 

/l  =  J"  '  v^*(^  -t-        ^'        l;'  )ds. 

Developj3ons  <P  suivant  les  puissances  croissanles  de  £,  nous 
uiiroris 

et  par  suite 

H  et  K  res  taut  finies  quand  £  lend  vers  zero. 

Geci  met  immtidiatement  la  diflerence  U  —  /  sous  la  forme 

ou  encore,  en  integrant  par  parties  F  int(^gr  a  le  jf  5' ^i^-^"  en 

tenant  compte  du  fait  que  les  fonctions^'  s'annulent  aux  extremiti^^s 
de  rintervalle  d'integration, 

Pour  que  L  soit  une  geodesique,  il  faut  que  cette  difference 
garde  un  signe  constant,  quelles  que  soient  les  fonctions  5'  et  quel 
que  soit  £  pourvu  qu'il  soit  suffisamment  petit.  Geci  ne  pent  avoir 
lieu  que  si  le  coefficient  du  terme  en  £  est  nul,  ce  qui  entraine  les 
conditions 

Ces  conditions  sont  evidemment  n6cessaires ;  il  faudrait  les 
completer  par  I'etude  du  premier  terme  non  nul  du  developpemeni . 
Si  ce  terme  correspond  a  une  puissance  paire  de  £  et  si  Ton  pent 
s'assurer  que  son  coefficient  garde  le  ni^me  signe  quelles  que  soient 
les  fonctions  on  a  bien  un  maximum  ou  un  minimum  relalif. 
Si  ces  circonstances  ne  se  pr(3sentent  pas,  nous  conviendrons  de 


(>)  En  effel,  si  ces  conditions  n'ctaient  pas  remplies,  ii  suffirait  de  prendre  ties 
fonctions  ^  qui  soient  toujours  de  nieme  signe  que  leurs  premiers  membres  pour 
etre  sur  que  le  coefficient  de  s  soit  different  de  zero. 


(I( 

II  cs 
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ditr.  d('s  (juc  les  coiidilioiis  seroiil  verifiees,  que  la  longueur/ 
est  stationnaive  et  nous  donnerons  encore  par  extension  le  nom 
^('odesiquc  a  la  lij;ne  L  corrcspondanle. 

I  niainlenant  facile  d'expliciler  les  relations  que  nous  venons 
dc  iroiiM'r,  en  reinplaciml  la  fonclion  <^  par  sa  valeur;  elles 
leudronl 

(1  I        dx''  \      dgrs  dx^'  dx^  _ 
ds  V  '^'^"  ~dl         1^         ~dF  ~^ 

(til  l)i('n 

d'-x^      dgik  dx''  dx'^       I  dgr^  dx''  dx-^ 

~dF      'dxi^  ~ds   ~ds       2  ~ds  ~dl  ^  ^  ^ 

Or.  le  deiixi(Mne  ij;roupe  de  lermes  de  cette  equation  s'ecrit 
successiN  enient .  |)iir  cliangement  du  nom  des  indices  muets, 

dgik  dx'>  dx^"  _  dgir  dxJ  dx'' 
dx''    ds     ds        dx''    ds  ds 

dx''  dx^ 


dgis  dx''  dx'  _il  dgir  _^  dgis  \ 
dx''    ds    ds       i\  dx^       dx''  ) 

[|ui  donne  aux  equations  des  geod(isiques  la  forme 

d'^  I  /  dgir  _^  ^£i_s      dgrs  \  dx^  dx^  _  ^ 

\  dx'        dx''        dx'  I  ds  ds 


^"^  ds  -^  1 
ou  encore 

d'-x''      [  r    .">  1  dx'  dx 


(9  )  ^ik 


[',■] 


ds  '-        I     i     \  ds  ds 
vn  couNenant  de  poser 

Vr  /  dgir   ^   dgi,  dgr,\^ 

L    f    J      2  \  dx'       dx'         dx^  J 

ImiIiu  en  mull  l[)lianl  les  c'quations  diflerentielles  par  (mul- 
liplication  sui\i('  automaliquenient  de  sommation  par  rapport  a  i 
dcvcuH  indicc  iiniet  ),  on  leur  donnera  la  forme 

,  „^  d-x'^       \r    s)  dx''  dx' 


'11  eolivenaiil  de  poser 
(h\  ()l)li('iil  aiusi  III)  sNsleuu'  de  //  ecfuntions  dillerentielles  du 


(''  )  Ne  pas  conlondre  s  iiidice  avec  \  lonf^ueur  d'arc. 
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second  ordre  caracterisant,  les  geodesiqiies.  En  realih;.  |)arini  ces 
equations,  n  —  \  seulement  sont  independantes,  car  en  les  prenant 
sous  la  forme  (9'),  en  les  multipliant  respectivenient  par  el  en 
faisant  l(;s  sommations  implicilement  contenues  dans  noire  ron- 
vention  d'indices  muets,  on  trouve  un  resultat  uniquemeni  nul, 
en  vertu  de  la  relation 

dx'^  dx*^ 

qui  exprime  que  s  est  Fare  de  la  courbe. 

En  eliminant  ds  entre  cette  derniere  relation  et  //  —  i  des  ('(pia- 
lions  j^r^cedentes,  on  obtient  un  systeme  de  //  —  i  equations 
difFerentielles  du  second  ordre,  permettanf  de  deleirniner  n  —  i 
des  inconnues  en  fonction  de  la  /i'*""''.  L'enseuible  des  courbes 
int^grales  d^pendra  ainsi  de  in  —  2  param^tres. 

43.  Symboles  de  Cristoffel.  Leurs  proprietes.  —  Les  expres- 
sions que  nous  venons  d'etre  conduits  a  introduire  et  dont  nous 
rep^tons  les  formules  de  definition 


fro) 
(II) 


I     /    J      2  \  <)x'       dx>        dx^  J 


portent  le  nom  de  symboles  de  Cliri staff  ell  de  premiere  et 
deuxieme  espece  (*). 

Ces  symboles  jouissent  tout  d'abord  des  deux  proprietes  de 
symetrie  evidentes  caracterisees  par  les  equations 

En  plus,  on  pent  encore  notiM-  les  deux  formules  suivaiilcs  doni 

(')  II  ne  faut  pas  se  fier  a  la  simplicite  apparente  de  formules  telles  ([ue 
celles-ci.  Ce  qui  est  donnc,  ce  sont  les  fonctions  i,',^.  des  variables  x' :  les  sym- 
boles de  premiere  espece  sont  done  d'un  calcul  simple:  au  contraire,  ceux  de 
deuxieme  espece  nccessitent  le  calcul,  souvent  asse/  long,  des  et  le  noml)re 
des  termes  contenus  dans  le  membre  de  droite  de  la  seconde  forrnule  pent  ttrc 
considerable  puisqu'il  represente  une  somme  etendue  a  toutes  les  valeurs 
f  =  I,  2,  3,         «  de  I'indice  muet  i. 
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la  deiiionslralioji  esl  egalcmeiil  iinincdiak'  : 

44.  Transformation  des  symboles  de  Christofifel  dans  un  chan- 
gement  de  variables.  Formules  de  Christoffel.  —  Si  nous  cljorcliuiis 
les  t'Cjuatioiis  (liUV'rciiliL'lles  dos  lioups  geodesiques  dans  iiii  aiilre 
sjsteme  de  variables  elles  s'ecrironi  evidemment  de  la  ineme 
facon  que  les  ('quarions  (9'^)  et  formeront  iin  systeme  equivalent. 

Gelle  remarque  va  nous  permettre  de  Irouver  les  relations  qui 
existent  entre  les  sjmboles  de  Christoffel  calcules  dans  les  deux 
systtjmes  de  coordonnees. 

Partons  en  effet  des  equations  (9")  sous  la  forme 

d-^  \r    s)  da;'-  dx'  _ 

'^  l    /    \  ~d7  ~d7~'^' 

et  faisons-j  le  cliangement  de  variables  x^);  nous  aurons 

successivement 

dx'  _   I  dx9 
ds  ds  ' 

d^x^  _    J  d^'X?        I    dx9  dx'y 

en  posant  par  une  notation  analogue  a  celle  des  derivees  premieres 

/   _  ^'^^ 
-P^  ~  dx9  dx^ ' 

Les  equations  en  question  deviennent  alors 

Mull  ij)lions  encore  ces  equations  par  x]  (avec  sommation  par 
rapj)())  i  a  /  deveiiu  indice  muet),  elles  deviennent 

En  compMi  aui  a\  ('c  les  equal  ions  diff(^renlielles  des  geodesiqucs 
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(''crit(!.s  dims  lo  sysloini;  x'  : 


on  n  cntii^  les  sym holes  In  rclalloii 

(i6)  J^^^J=;^-;^;,^^|'y  1  +  ^/4^  (-). 

Ces  foi-mulcs  ronclaniciiljilcs  portent  le  noiu  de  j'oiniidc.s  de 
ChistoffcJ .  On  les  ('crit  soii\ent  sous  nne  forine  iin  ])en  dlfFe- 
rente  en  jiiidl  l|)liaiil  les  relations  prc'ec'denles  |)ar  .ri  (avec  soma- 
tion  en  r).  ce  qui  donne  iinnKklialeinent 

Ih'indi  fjiir.  —  i"  Les  sjniholes  de  (ihristoflel  /ie  .vo/i/  pas  des 
.systi'itK's  fcnsoi  icis,  v\  la  plaee  des  indices  n'a  aucune  signification 
de  covariance  ou  de  contre\ariunce.  Les  formules  de  transfor- 
mation que  nous  venous  de  tronver  ne  coincideraient  avec  des 
equations  de  transformation  tensorielles  que  si  les  derivt^es  par- 
tielles  seconde  .r'^  I'Maient  nidles,  c'est-a-d ii^e  si  Ton  se  bornait  an 
groupe  des  suhsi iiutions  lineaires.  Dans  ce  cas  seulement^  les 
symlioles  de  deuxieme  espece  seraient  covariants  par  rapport  aux 
indices  su  jXT-ieui  s  el  conl l  evariants  par  rapport  a  I'indice  inferieur, 
et  (ra[)res  (  i  j  )  les  s\  Md)oles  de  premiere  espece  seraient  covariants 
par  rapport  a  tons  leurs  indices. 


(')  Dans  ces  formules,  le  trait  surmontant  les  symboles  sert,  comme  cela  a 
toujours  eu  lieu  jusqu'^i  present,  k  distinguer  les  quantites  calculees  dans  le 
systeme  des  variables      de  celles  calculees  dans  le  systeme  des  variables  x\ 

(-)  Ces  formules  ont  ete  trouvees  par  ChristofTel,  par  une  methode  differente, 
dans  un  Memoire  consacre  ci  I'equivalence  des  formes  quadraliques  {Journal  de 
Crelle,  t.  LXX.  1869).  Ghristoffell  se  donnait  a  priori  deux:  formes  quadratiques 
de  diffcrentielles  et  cherchait  ti  quelles  conditions  on  pouvait  trouver  un  chan- 
gement  de  variables  permettant  de  passer  de  I'une  ^  I'autre.  Nous  aurons 
I'occasion  d'etudier  ce  probleme  dans  un  cas  particulier;  le  lecteur  pourra  du 
reste  se  reporter,  en  plus  du  memoire  original  que  nous  venons  de  citer,  a 
Bianchi  {Lezioni  di  geoinetria  differeiiziale,  3*=  ed.,  t.  I,  1922)  oil  le  cas  des 
surfaces  (n  =  2)  est  plus  specialement  approfondi. 
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Pour  ineltre  en  Evidence  ce  caract^re  tensoriel  relatif  des 
sjmboles,  certains  aiiteurs  emploient  de  preference  les  notations 
SLiivantes  : 

[^ >.■„.,  .  !^ 

a  la  place  de  celles  dont  nous  nous  servons  ici  et  qui  sont  les 
notations  originales  de  Christoffel. 

:2"  On  aura  it  naturellement  pu  echanger  dans  les  calcids  prece- 
dents les  roles  des  variables  et  et  I'on  aurait  obtenu  des 
formules 

que  Ton  deduit  dii  resle  des  formules  (i6)  par  le  procede 
mentionne  plus  haut  [p.  3i,  note  (M]. 


V.  —  ANALYSE  TENSORIELLE. 

45.  Objet  du  paragraphs.  —  Dans  les  paragraphes  precedents, 
nous  nous  sommes  toujours  places  a  un  point  de  vue  purement 
local]  les  tenseurs  sur  lesquels  nous  raisonnions  etaient  essentiel- 
lement  attaches  au  meme  point  de  la  multiplicite.  Jusqu'a  present 
cela  n'a  pour  nous  aucun  sens  de  parler  de  tenseurs  egaux  ou 
inegaux  lorsqu'ils  sont  attaches  a  des  points  differents. 

Prenons  par  exemple  deux  sjst^mes  covariants  du  premier 
ordre  r ; 

attache  au  point  P  de  coordonnees  x^, 

k'r  ))  P'  V  X'^\ 

on  pourrait  ^^tre  tente  de  dire  qu'ils  d^finissent  deux  tenseurs 
egaux  si  les  composantes  de  m^mes  indices  sont  (^gales;  mais  cette 
d(^finition  est  6videmment  vicieuse,  car  elle  ne  se  conserve  pas 
dans  un  changement  de  variables.  Avec  d'autres  variables  en  effet 
on  iiiirait 

A ,.  =      A  p       et       A ;.  =  ^',P  A  , 

et  l'(';galiie  de  A,  et  de  A^.  n'entraine  celle  de  A,,  et  de  A',,  que  si 
les  d('»rlv(''es  partielles  x^.  et  xf.^  prises  respectivement  au  point  P 
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ct  ail  poinl  V  out  dos  \alfMHs  e«alos;  cola  se  pioduil  en  parliculier 
si  Ton  sc  honic  a  dcs  sii l)slitiitioiis  lin^aires  siir  les  variables,  mais 
ceJii  n  a  |)iis  lieu  dans  Ic  cas  gorK'Tal. 

Pour  a[)j)r()loiidir  (('Me  (jiicsl ion,  roiifoniK'nicnl  a  Ifspril  dcs 
jiK'l  liodcs  dc  la  ^('odh'I  ric  inliiiilrsiinalc,  nous  allons  cfierclior  a 
roiiipa icr  dciix  Icnsciirs  allaclu's  a  dcs  points  Ires  voisins,  ce  qni 
nous  condiiira  a  la  notion  I'onda incnla Ic  dc  d(''ii va t ion  tcnsoricllc. 

('li(tinj)  (le  lenseurs.  —  Nous  sii pposerons  qne,  dans  nn  ccrlain 
doiiiainc  dc  la  niulti|dicilc,  nons  ajons  dcfini  un  tcnseur  dont  Ics 
coniposanlcs  dcs  diircrcnls  lypos  soicnt  dcs  fonctions  continues 
el  pourvues  de  dcrivees  dcs  roordonnces  du  |)oinr  au([iiel  le  tenseui- 
csl  attaclie.  Nons  appidlcrons  iin  tcl  ensemble  un  cliamp 
lensrurs.  . 

46.  Derivation  covariante.  —  Si  nous  considerons  en  parti- 
eiilicr  nn  cliamp  (Tinvarianls,  ancnne  difflculte  ne  sc  prcscnte  ponr 
en  comparer  Ja  >alcur  en  des  points  voisins;  Finvariant  anra  la 
valciii-  /' ail  point  P(  :r'),  la  valenr/-^  '^'^  point  V {  x'  -\-  dx^) 
el  raceioisscment 

csl  lui-memc  un  in\arianl;  Toperation  dc  la  derivation  partielle 
ordinaire  met  done  en  cxidence  nn  nonvean  sjsteme  tensoriel 
eovariant  du  j)rcmi<M'  ordre  qui  sera  dit  d<n'ive  de  V invariant . 

Mais  ce  proecdc  simple  ne  s'appliqne  pins  des  qne  I'ordre  dn 
systeme  considcre  est  superienr  a  zero ;  dans  le  cas  d'nn  syst^me 
eovariant  du  premier  ordre  ])ar  cxcmplc,  le  raisonnement  qne  nons 
Ncnons  dc  lairc  (pielqnes  lignes  plus  lianl  montre  qne  les  accrois- 
semcnls  de  ses  composantes  n'ont  ancnne  signification  indepen- 
dante  dn  sjsti^me  des  coordonnccs. 

11  en  est  de  mcme  nalnrellemeni  des  derivees  parlielles  ordinaires 
qui  se  translormcnl  (Taprcs  la  loi. 


II  y  a  cepeiidant  lieu  de  remarqner  que  le  procede  met  en  evi- 
dence un  systeme  tensoriel  bien  connu,  doubleinent  eovariant, 
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(k'  C()lU|)<).saillOS 

(Jx"         dx''  ' 

(jui  ivsl  li'  loldl io/uKfl  (III  sNsh'iiK'  priinilif;  luais  la  encore  il  s'a^il 
iriine  propricic  pa rl  iriilic'ro,  speciale  aiix  sA  slc'iiies  rovariaiils  dii 
prciii icr  oi'drc . 

Pour  (h'tinir  d  line  lacon  inli'inseque  iin  prorc''d(''  de  d(''ri\alioii 
^•eni'ral,  nous  operons  de  la  rnaniere  siiivaiile. 

Sy.s/r/nc  <'i)\'<ni<t lit  (hi  jncinicr  nnhc.  —  Soil  lui  systeme 
covariaiil  dii  premier  ordi-e  de  eoniposantes  A,- ;  nous  joindrons  les 
points  P  et  P' par  iin  arc  de  i^eodesique  de  longiienr  tres  pel ite  que 

nous  onenfei'ons  dans  le  sens  PP';  les  parametres  directonrs-^ 

de  la  langenU^  en  un  point  de  cette  geodesiqiie  torment,  comine 
Ton  sail,  WW  svsleme  lensoriel  coiitrevariani .  iNoiis  tornu^rons  alors 
riii\ananl 


Dans  le  passage  dii  point  P  an  point  1^',  cet  invariant  sid)ira 
Taccroisseinent 

/      dx>-\      dx'-.         .  d-x'- 

([Ill  a  liii-iuenie  iin  sens  independant  des  variables. 
Or,  le  long  de  la  geodesique  consideree,  on  a 

d- X''      \  k    /,  /  dx'-  dx'^  _ 
ds"-        \     r    \  ds     ds  ' 

et  raccroisseinent  ci-dessus  ])eut  encore  s'ecrire  (en  permutant. 
dans  le  dernier  terme  les  indices  muets  r  et  ). ) 

\       ds  I      L^-^        '         )  J 

II  ^'eiiMiit  (pie  les  e\j)ressions 

Okr  ^A/,  ^Kk  ri 
dx'^  ^  dx'-      ^  (    >-  ) 


CoellicieiiN  de>>  leriiies  en  d.i'd.r'  dans  la   lormiile  piH'Ci'dente j 
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consi  il  iK'iil  nil  sysh'inc  Iciisoi'icl  ('OMiriiiiil  <lii  sccoMd  oidrc 
[voff  page       note  ( '  )]. 

Mais  d'aulre  part,  comrne  nous  i';i\on,s  remaivjiH'  pins  }i;iiit.  Ics 
(JifFerences 

Ox''  Ox'' 

forraent  aussi  iin  sjsteme  de  meme  type  el  nous  en  dt^duisons  piir 
;i(l(lili(ni  (pi'il  en  est  encore  de  meme  pour  Jes  expressions 

(.7)  A,A.=  ;^-|     .  |A>,. 

Nous  appellerons  les  fond  ions  qui  coniposent  ce  syst^'me  les 
derivees  part  idles  covariaiites  des  fonctions 

Si,  en  un  point  determliK'  du  cliamp.  toutes  ces  derivees  cova- 
riantes  se  trouvent  etre  nulies,  nous  dirons  que  le  sjsleme  A,,  est 
stationnaire  an  point  considi'-re. 

Sy Sterne  eoiitrevai  iant  du  premier  ordre.  —  Prenons  mainle- 
nant  un  syst^me  contrevariant  du  premier  ordre  A' ;  nous  ferons 
clioix  d'un  syst^me  covariant  E,.  quelconque,  mais  stationnaire  au 
point  P  et  nous  formerons  Finvariant  A^^,.. 

Son  accroissement,  dans  le  passage  de  P  a  P',  s'ecrira  succes- 
sivement 

Getle  egalite,  qui  a  un  caracttire  tensoriel  quelles  que  soient  les 
valeurs  des  fonctions  Er  au  point  P,  met  en  evidence  le  systenie 
tensoriel  mixte 

-^•-'=^-;';'-;-'^-'- 

dont  les  composantes  seront  encore  les  derivees  partielles  cok'h- 
riantes  des  fonctions  A' .  I^e  systeme  contrevariant  sera  de  mt'me 
dit  station nuire  au  point  P  si  toutes  les  expressions  A/,  A'  sunt 
nulles  en  re  point. 


(^)  C-ertains  auteurs  representent  ces  derivees  covariantes  par  la  notation  kr,k 
ou  meme  A,.^;  nous  preferons  celle  ci-dessus  (employee  par  Galhrun)  qui  met 
mieux  en  evidence  le  role  particulier  joue  par  I'indice  k  de  derivation. 
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Syslcnif  tf'nsofud  quelconqae.  —  Enliii  nous  passeroiis  facilc- 
meiit  de  la  an  cas  ^•eneral.  Montruns-lo  sur  un  exemple  el  [)renons 
un  sjsl^me  mixto  du  troisirme  ordre  du  (jpe  A'^^. 

Nous  clioisiroiis  Irois  sa  strincs  du  premier  ordre  ,  yj%  ^' . 
arhitraires,  mai^  lous  hois  shil ioiiuaires  au  point  P. 

Nous  fornierons  encore  I'invariant  A'^.^;,.y]^^'  doni  raccrois- 
senienl  s'errira 

'     A     )  (     A     )  J 

ce  (pii  met  en  evidence  le  systeme  tensoriel 

donI  les  composanles  seront  par  definition  les  derivees  partielles 
c(n-ari(f nil's  des  t'onctions  AJ^  (  ^  ). 

Rei)i(ir(jnj's.  —  i"  La  fornude  (19)  conlienl  naturellement 
coniine  cas  p;irl  iculiers  les  forinules  (  i  ")  et  (18)  en  supposant  que 
certains  indices  viennent  a  nianquer;  on  pent  meme  encore 
I  ii[)pliquer  ix  un  invariant,  en  convenant  qu'alors  la  derivation 
coNai  iante  coincidera  avec  la  derivation  ])artielle  ordinaire. 

•>."  S  i  I  existe  un  systeme  de  variables  particidier  dans  leqael 
les  z.',/,  soieni  des  constanles,  e(  ([ue  Ton  opere  dans  ce  systeme, 
les  s\iiil)()lcs  de  ( llii  isiodel  seront  naturellement  nuls  et,  quel  que 
soil  Ir  syslenie  Icnsoi  iel  considere ,  la  dei-ivation  covariante  se 
red iiira  a  la  d(^rivalion  partielle  ordinaire. 

.)"  II  est  l)(Ui  de  remar([uer  (pie  la  derivation  covariante  n  est 
dclinic  que  si  l;i  forme  quadrati(pie  fondamentale  est  donnc^e,  il 


(  '  )  Lo  ItM  ttjur  pourra  vrrifier,  a  litre  d'e.vercice,  eii  parLant  des  formules  (6) 
et  eii  se  servant  des  formules  de  CliristofTel,  que  le  systeme  (19)  presente  bien  le 
raractere  tensoriel  covariant  par  rapport  auv  indices  A,  5,  /,  coutrevariant  par 
rapport  ii  rindice  /'. 


52        CALCUL  TENSORIEL.  APPLICATIONS  GEOMETRIQUES  ET  MECANIQUES. 

scjall  |);ir  siiile  plus  ((htccIc  dc  1  appeler  (l('ri\ Jilioii  covariantc 
seloii  In  forme  quadral  icpio  ^ iu  dx^ dx'' . 

47.  Proprietes  generales  de  la  derivation  covariante.  —  \  ne 
promiric  rcinarcpic  ('vidcnlc  ronsislc  dans  Ic  ("ail  que  prorcrh' 
dc    dcrival  ion    covai'iii  ii  I  c.    ;i  iic  a    iin    cliiiiiip    dc  svstcine.s 

Icusoricl  doiil  les  coinposiiiilcs  sojil  conslaiites,  iie  conduit  pas  a 
nn  syslcinc  derive''  idcnlicpicnicnt  nnl.  [1  n'y  a  dn  roste  l  ien  la  (pii 
d()i\('  nous  clonncr  puupic  nous  aNons  d(''ja  icinarcpu'  fpu'  la 
|U  ()|)i  icic  pom-  iiu  s\sl('ine  d'avoir  des  coniposantcs  ('gales  on  deux 
poinis  diUcrenls  de  la  mulliplicih'  iV(''tait  pas  independante  du 
sjstem(^  des  coordonnc'es. 

Drrivr.c  d  uji  j)rod nil  cilrricu]- .  —  (.etle  derivee  s'obtiendra 
par  la  mc^me  regie  que  pour  la  derivation  ordinaire. 

Prenons  par  exemple  uii  systeme  tcnsoriel  du  troisienie  ordre 

on  aura  successivenieni 

dx"  dx^' 

=  b;:,a,c,-4-G/A,b:;. 

L(t  drrn-alfon  covarianie  et  la  contraction  son  I  deux  ope- 
rations pcrnmtables.  —  En  efl'et.  partons  p;ir  exemple  du 
systeme  A'^/.  par  derivation  il  devient 

Faisoiis  maintenant  la  conlraclion  /'  =      le  deuxieme  et  le 

<piatrieme  terme,  qui  ne  diirt'rent  que  par  les  noms  des  indices 

iiiuets  (pii  y  figurent,  se  detruisent  et  la  formule  precedente  se 
reduit  a 
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ce  qui  est  bien  Ic  ri'siillal  (jue  1  On  anrait  trouvc';  si  Ton  avail  derive 
le  systeme,  d'abord  contracte,  A'"^^.. 

Consequence  inunediaie . — -  I. a  (bVrivee  covariaiile  d'lin  pi  oduit 
inixte  s'oblient  encore  par  la  nienie  regie  que  la  derivee  ordinaire 
(Tun  pi'oduit . 

Theoreme  de  Ricci.  -  l.es  (lei'i\x'es  covariantes  des  sy.stemes 
foJidanientaux  du  second  oi'di  e  sont  nulles. 

i"  Prenons  d'abor<l  le  sysl^me  covariant  giu,  on  aura 

.         _  ()gik  _{i    u  I       _  \  ^ 

on  encore 


dgik      [i    u~\       Vk  u~\ 


v\  le  second  menibre  est  identiquement  nul  en  vertu  de  la 
formule  (i4)- 

2"  II  en  sera  encore  de  meme  pour  le  sjsteme  fondamental 
inixle  gf  car,  dans  le  developpement  de  I'expression  A„^f ,  la 
derivee  parlielle  sera  nidle  (puisque  dans  tout  sjsteme  de 
variables  les  composantes  du  sjsteme  mixte  sont  des  constantes) 
et  les  deux  termes  suivants,  ne  differant  que  par  des  noms 
d'indices  muels,  se  detruiront. 

.V'  Prenons  mainlenant  le  sjsteme  contrevariant  g-^''\  il  est  relie 
;iux  [)rec(idents  par  la  relation 

prenons  la  derivee  covariante  des  deux  membres  de  cette  equation, 
nous  aurons  en  vertu  des  theoremes  qui  viennent  d'etre  demontres 

Or,  puis(pu'  le  determinant  ||^'/,^||  est  different  de  zero;  ceci 
('111  1  11  inc 


]lenuir(/ue .  —  Si  Ton  cxpliclle  cette  derniere  relation,  on 
oljtient  rideiilile  (pii  [xmiI  elre  ulile 


/  ^A''^'      {X    u)    .  ,      (a    u  I 
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(%>n.sr(/iiriifc  i iniiu'ididi r  :  L' nbdisscirienL,  i <'^l<Walt<>n  ct  la 
snhsfil iiho/)  tl'in<lir('s  soul  dcs  oprrations  prrinaiablas  (tvcc  la 
(lrn\  a  I  ion  coviirid  iilc . 

18.  Derivation  contrevariante.  —  L'ojx'rHtioii  dc  Tchh  iilion, 
JH)j)li(|ii('<'  ;i  rind  icc  (ic  dci  iv  ii  t  ion .  iioiis  condiiii  ii  h  d(!  iiouveaux 
systemes  derivi's 

(21)  \"  (systcme  quelcoiique)  =  i^^^  ^\  (meme  systrme) 

doiil  Ics  comixtsiiiilcs  seroiil  dilcs  Ics  (l(''rf\  r<'s  j)a i  l /(jlh's  cofil re- 
variantes  (Jcs  fonctions  (M)iislilii;inl  Ic  sysleiuc  priiiiilil. 

Les  |)j  (»|>i  icics  qiu;  nous  avons  di'iiioutrees  pivcedonmumt ,  ainsi 
([lie  le  iIkmuciiic  de  Ricci  s't'lciidont  immediatemeni  a  la  drri- 
\atioR  coal  rex  ariante.  II  y  a  cependant  lieu  de  faire  remai  quer  que 
la  dciivee  conlrevarianle  ne  se  reduira  a  la  derivee  ordinaire  que 
si  Ics  son!  non  seulement  des  conslantes,  niais  out  les  valeurs 
|)a  i  l  icidirics 

(  0    si  i  --^  A  , 

(    I      SI   i  =  A. 

Cette  partindarile  se  presente  nienie  si  Ton  applique  cette 
reuiarque  au  cas  d'un  invariant. 

49.  Derivation  tensorielle.  —  1 /etude  precedenle  nous  montie 
que  les  systemes  dt;rives,  covariants  ou  contrevariants  sont  au 
fond  des  svslemcs  I ('iis( u  iels  (irdinaires  siir  lescinck  on  pent  eft'ec- 
luer  loutes  les  opei  alions  deliiiies  au  debuL  de  ce  Cliapitre  relati- 
ve luenl  au  jeu  des  indices.  Nous  pourrons  alors  regarder  le 
systeme  deri\e  counue  constiluant  les  composantes  d'un  tenseur 
(pii  s'a j^pellera  le  derive  tensoriel  du  tenseur  defini  par  le 
svsleuH'  sou  in  is  a  la  derivation. 

Par  exeiiq)le.  le  tenseur  du  j)reinier  ordre  (A)  (pii  a  des  coiupo- 
sanles  co\<M  ianles   K,  el  des  eouiposantes  eonlrevariantes  A'  aura 


(^)  t.e  tlieoreine  de  l^icci  revient  a  dii-e  (jue  les  systemes  fondamentaux  du 
second  ordre  sont  stalioiinaires  dans  tout  I'espace;  ils  jouent  relativement  a  la 
derivation  covariante  le  mcme  role  que  des  constantes  par  rapport  ti  la  deri- 
vation ordinaire. 
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pour  derive  lensoriel  le  leiiseiir  (  A  A  )ayanl  pour  composantes  des 
diiit'rents  types  les  sjsli^mes  A,  A, ,  A,  A' ,  A^  A,.,  A^V  (i  ). 


VI.  -  DERIVATIONS  COVARIANTES  SUCCESSIVES. 
TENSEUR  DE  RIEMANN-CHRISTOFFEL. 

50.  Influence  de  I'ordre  des  derivations.  —  On  pen  I  appliquer 
plusieuis  iois  de  suite  le  processus  de  la  derivation  covariante,  on 
obtiendra  ainsi  des  deri\  ees  d'ordre  sup(5rieur,  etilesttonl  naturel 
de  se  deniander  quelle  est  Tiniluence  de  I'ordre  des  derivations. 

Lorsqu'on  part  d'un  invariant,  on  voit  tout  de  suite  X{ue  les 
deriv(5es  secondes  sont  independantes  de  I'ordre  dans  lequel  on 
eflfectue  les  deux  derivations;  on  a  en  effet 


el  par  suite 


d^-f        \r  s\df 


dx^  dx^      (    X    \  dx 


et  le  second  membre  est  evidemment  sjmetrique  en  r  et  s. 

An  conlraire  il  n'en  est  plus  de  m6me  quand  on  part  d'un  ten- 

seur  quelconque.  Pour  le  montrer,  effectuons  le  calcul  dans  le  eas 

(Tun  systeme  covariant  du  premier  ordre  A,.. 
On  aura 

puis 

^'^^'^''^--^^  \    a   \^^^^—\    ^  i^-^-^^' 

on  encore 

d\'^ 

a  \dx~  dxt 


*  ★  ★  * 


t  I  dkr      is    t)\r  ) 


Cj  Remarquons,  sur  ce  cas  particulicr  du  tenseur  du  premier  ordre,  que  si  le 

,  OA^      f)k^  ,  .       ,  , ,  .  , 

rotalionnel  —  —        est  nul  en  un  point,  le  tenseur  derive  eu  ce  point  est 

symetri(iue  (A^A,.  =  A,.  A  J. 
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I )('  m^'iTie,  en  |K'i  in\iliinl  s  el  /. 

A,.(A/ Ar) 


★  *  *  *  ♦  ♦  * 

♦  ♦ 


Kii  tormiinl  lit  d iHeronco.  on  loul  (Jc  suilc  qiui  Ics  terines 

siirnioiit(''s  (run  iiirmo  nonibre  (rastc'risqiies  se  (l(''ti  iiis('iil  el  II  NiCnl 

(32)   A/(A,A,.)- A,(A,A,.) 

_  .  r^^l  X  !         -A  !  ,  jr  .)_(,• 

Cello  (''^alile  uioiilro  iminc'diatcinciil ,  par  application  dii  crite- 
riuni  doni  nous  nous  soniincs  dcja  si  souvcnt  sorvis,  qne  la  quan- 
onti't^  rrocliels  rcprcscnic  unc  dcs  romposanlcs  d  un  tensour 
(In  (jiialrii'ine  ordre,  ro\aiianli'  p;ir  ra|)poil  aiix  indices  /,  .v. 
conlrevai  ninle  pai-  i;ipport  a  rindK'e  /.. 

^ons  poserons  done,  en  clum^canl  les  nolaln)ns, 


'  .    .......         ,  V^.»  ^..,L.pV    

rj 


(23)  = 


et  nons  appellerons  le  tensenr  iinporlani,  qui  s'introdnil  ici,  le 
tenseur  de  riiejnajin-ChrisloJfel  (  '  ). 

]iei)iai  qu(\s.  —  i*'  La  forniule  (         qni  s'ecril  encore 
(22')  A,(A...A,)-A..(A,A,.)=  A)R>-.,,^ 

monti'e  bien  qu'en  ^('iieral  Tordre  des  dei  ivations  n  est  pas  indif- 
terenl.  II  le  serait  ce])endant  si  les  i?,/,  etaient  des  constantes,  ce 
(jui  dn  reste  est  evident  pnisqne,  dans  ce  cas,  la  derivation  cova- 
riante  se  (M)nlond  avec  la  derivation  ordinaire. 


(^)  Cliristofl'el,  dans  le  Memoire  deja  cite,  le  represente  par  la  notation  |  a!3,Y8  j  ; 
on  lui  donne  souvent  aussi  le  nom  de  symbole  a  quatre  indices  de  deuxicme 
espece  de  Chrisloffel.  Comme  ces  quantites  ont  un  caractere  tensoriel  general, 
il  est  tout  indi(|ue  ici  de  leur  ap])liquer  la  notation  des  tenseurs. 
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JNous  clciuoulrcrons  plus  lard  la  rccj [)io(|U(',  c  Osl-a-diie  (|iie  si 
le  tenseur  do  Ricniami-C  Jn  isloHcl  csl  ideiil iqiicmeul  iiid,  on  peiil 
toiijours  IroiiNcr  iiii  (diaiiL;(MU('iil  dc  \arial)l('.s  ramenaiil  Ics  i^n-  a 
<''tre  des  cons  I  an  I  cs. 

2"  Lo  tonsour  de  Rieniann-Cilin'sioHM  renlrc  dans  la  classc  dos 
tenseurs  tondaiiuMilaiix.  en  cc  sens  (jn  il  est  forme  a  I'aide  des 
coeflieienis  de  la  lornie  ([iiadra  I  iqiie  fondamenlale  el  de  letii  s 
deriv(''es.  11  a  a  lien  de  reinaiquer  (|n"(Mi  «;eneial  de  loiil  lenseur 
on  penl  dednire  [)ai-  den\alion  iin  lenseur  d'ordre  siiperieur  d  une 
unite.  Mais  ici,  le  tln^orenie  de  Ricci  niontre  (jue  les  lenseiii  s  ainsi 
deduits  des  lenseurs  fondameulanx  dn  second  ordre  sonl  idenli- 
(|uement  nnls.  Ce  n'esl  (jiie  par  nn  detour  que  nous  avons  pii 
Irouver  un  lenseur  fondamental  nouveau. 

3"  Le  tenseur  de  Riemann-Gliristoirel  depend  des  ^^7/,,  de  leurs 
derivees  partielles  premieres  et  secondes,  et  ces  dernieres  j  entrent 
de  fa  con  lineaire. 

51.  Proprietes  du  tenseur  de  Riemann-Christoffel.  —  On  \  erifie 
immediatement  sur  la  formule  (  28  )  les  deux  proprietes  suivantes  : 


(24) 


Passage  aux  coinposantes  entierement  covaricuites.  —  En 
abaissaut  Tindice  a  par  la  formule 

( 25 )  R aSyo  =  ,A'a  a  R  Vi  5' 

on  oblienl  les  composanles  entierement  covariantes  du  tenseur, 
composantes  sur  lesquelles  se  meltent  en  evidence  des  proprietes 
de  symetrie  plus  completes. 

Nous  allons  auparavani  ex[)liciter  et  modifier  l(^geremenl  la 
foruiule  (  '^.V)  (pii  s'ecrira  successivement  (^  )  : 

•  •  ox /    ;j-  H 


old, 


ft  a/. 


J      0  MA 


(')  Dans  les  loriiiulcs  suivantes,  nous  representons  par  le  signe  renseniliie 
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(oil  a  |)erniule  duns  le  tU'iiiier  terin(5  Ics  nonis  des  indic(;s  inuets /. 
dp) 


oil  encore,  d'apies  (  i4  ). 

(2G)  RaSvo- 


r 


Ell  explicilani  les  d^rivees  parlielles  des  crochets  de  premiere 
espece,  011  pent  encore  6crire 

(o(V)  R     .   ^  I  r  ^-^"ao  ^^'^^V     ,  1 

^^'^  [f^orl^i^xT  rJx';i,)a:0       dx^dx^  \ 


I 

oil  enfin 

(26")    R       ^  r  j?!^  _  fl>:L 

-lY^dx^^dx^      <)x^dx'[  dxf'dx^'   '  dx^dx'\ 


Pi(ipii(}lrs  (Ic  syniriric  des  composdutcs  covariantes  da 
Iciiseur  de  RieitKm n-dtrisloffel  : 


(27) 


1.  R3,'^.,^  =  _  R^3,>  [resulfe  de  (24)], 

2.  R3j3„^;  =  —  R':Ja-o  [en  evidence  sur  (20")], 

3.  R3c3"o  =  -f-  R-'oa':J  [en  evidence  sur  26")], 
i.  Ra^-o+  Ravo3-i-  Rao^'=  <>  [resulte  de  (24)]. 


J^e  lecleur  pourra  I'aire  le  calciil,  en  leiiaiil  coiiiple  de  ces  condi- 

lions  de  svmetrie,  du  nombie  des  composantes  ind^pendantes  dii 

,    .    1              1             1    n'^in"-  —  !)  ^ 
lenseur;  en  ii;eneral  ce  nombre  est  de  — ^  • 


des  termes  qui  se  deduiraient  des  termes  explicitement  ecrits  par  la  permutation 
des  indices  y  et  S. 

( ' )  Gliristoffel,  poursuivant  I'etude  de  I'equivalence  des  formes  quadratiques . 
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^9 


VII.  —  APPLICATION  DE  LA  DERIVATION  COVARIANTE 
A  L'fiTABLISSEMENT  DE  QUELQUES  FORMULES  IMPORTANTES. 

52.  Formules  et  applications.  —  Parlous  de  ridcnlit^ 

rr  irl'U    rr''  • 

nous  en  dediiirous  par  difterenliation 
d'ou  par  mulliplication  contractee  par 

(28)  dg^  -^=-  g'  ^g'^'dg^ry. 

On  d(5montrera  de  meme  la  formiile  analogue 

(  28'  )  dgrs  =  —  grr.  gso  dg9^. 

Prenons  maintenant  un  systeme  covarianl  du  deuxieme  ordre, 
on  d(5monlrera  imm^diatement,  en  se  servant  des  relations  pr(5ce- 
dentes,  Tidentite  ci-dessous  : 

(29)  kr.dgr^^-  K'-^  dgr, 

Si  (raiilre  part  nous  considerons  le  determinant  o  ||  et 

que  nous  prenions  sa  difFerentielle  d'apres  la  regie  de  derivation 

d'un  determinant,  nous  aurons  en  nous  rappelant  la  signification 

des  p''' 
o 

dg  =  g'g'''  dgik 

on  encore 

d\.\g\^  gf'-  dgik  =  —  gik  dgi''. 
Dans  la  formule  de  definition 

\  t  \   *  L  "  J    ^    \  ^-^^  / 

avail  dejei  forme  les  expressions  R^,^.^^  qu'il  designait  par  la  notation  (afi:  y''^)- 
On  leur  donne  aussi  le  nom  de  syniboles  d  rjuatre  indices  de  premiere  espece 
de  ChristoJ/el.  Rieniann  les  avail  rencontrees  anterieuremenl  dans  un  Memoire 
qui  ne  fut  public  (ju'apres  sa  mort  {OEuvres  de  Riemann,  p.  870;  Teubner). 

(')  Des  trois  idenlites  ainsi  ctablies  il  ressort  en  particulier  que  dg,.^Ji'est  pas 
un  systi'.ine  lensoriel.  Ceci  etait  evident  a  priori  puisque  ces  quantites  sont  les 
diirerences  des  eomposanles  de  deux  syslemes  tensoriels  pris  en  des  points  infini- 
menl  voisins  et  qu'une  telle  dilference  n'a  pas  une  signification  independante  du 
systeme  des  varial)les. 
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raisons  /  — /•  (  iiAcc  sonnnal  ion  iia  I  ii icllcmcii  I  par  i  aj)j)()/  l  a  /  ), 
nous  aurons 

(  '  =  i  <,ru  .     '   rrru  '!l^_L  ,rr„  'hill 

I     r    \       2'^       Ox-^        2^       f)x'        9.  dx'^ 

el.  Ics  (Iciniors  Icriiies  ne  diffV'ranI  (jiic  p.ii-  Ic  nom  des  Indices 
niiH'ls  /•  el  u.  ccci  se  rt'dnil  a 

CO         pcriuel  d'c'criic  la  lormiilc  prc'ct'dcntc  sons  la  forme 

(3o) 


Applicalioji  des  fonnules  precrdenles.  Divergence  d  un 
icnscur.  —  Lorsque  Ton  vent  claljlir  iino  formnle  ajantune  signi- 
licalion  physiqne  ou  geometrique  independante  dn  sjsteme  des 
coordonnces,  on  pent  coinmencer  par  Tecrire  dans  un  sjst^me 
de  roordonnees  |)arliculier,  [)nis  rlierelicr  a  la  rnelfre  sous  une 
tonne  qui  ])resente  le  caracterc  d  un  tenseur  (en  reinplacant  en 
parliculier  les  deri\t'es  parliellcs  par  les  derivees  tensorielles)  el 
I  on  sera  assure,  d'aprcs  les  lois  de  (ransfornialion  des  tenseurs, 
d'avoir  ainsi  une  expression  de  la  quanlile  en  question  valable 
dans  le  syslc'iiic  de  coordonnees  le  plus  general. 

En  appliquani  eelle  nn^'thode.  qui  est  d  un  usage  constant  dans 
le  calcul  tensoriel,  a  la  nolion  pliysicpic  de  divergence  d  un  vecteur 
dont  on  connait  Fexpression  en  coordonnees  cartesiennes  rectan- 
gulaires,  on  sera  conduit  a  appider  di\ergence  d  un  tenseur  du 
premier  ordre  (A)  sa  dcrivee  tensoriellc  contracl(';e 

inxarianl  qui  pent  lout  aussi  l)ien  sY'crire 

A'-A,.. 

Ges  formules  se  gencralisent  a  des  tenseurs  d'ordre  quelconque^ 
et  par  exeinple  on  pourra  prendre  pour  la  divergence  d'un  tenseur 
dii  troisieme  ordre  le  tenseur  du  second  ordre  de  composantes 
contrevariantes 
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mais  il  osl  aloi  s  hon  dc  r(.'iiiar(|U('r         Ton  pliisiciirs 
(liver^onccs  siiixanl  rinilicc  (jiic  Ton  conlracle  user  rinilicc  do 
ation. 

Mod i /ic(( ( ion  dcs  foiimilcs  prrci'dc nl cs .  —  Pronons  loul. 
(I  al)iti  (l  It'  cas  (l  ull  Icusciir  dii  |)r('mKM'  ordic,  la  loriri ulc  dc  (Ji'vor- 

A,.A'  =  '-^%;^^    '-Ja.^^^^^^  ^_^AX       [d'apres  (3o)], 
<h:'       I     r    )  dx>        y'|o-|       dx^'  ^      ^  ^ 

c'osl-a-diri' 

I        (  v'  ;  ^  i  A'-) 


v/  i     1  ox' 


Dans  le  cas  d  un  lenseur  dn  second  ordre,  on  pourra  do  ni6m( 
('criro  la       t'l'iicncc  sons  la  forme 

dx'        i    r    )  (  ) 


Dans  If  cas  d  iin  Icjiscur  syinetrique  gauclie.  le  dernier  lerme 
de  la  foi'inulc  esl  e\  ideninieni  nul  el  Ton  a  alors 


A,.A'-=  -2= 


Dans  le  cas  d'nn  tenseur  syincfriquc  droit,  on  pent  modifier 
aiissi  Texpression  de  la  diveri;eiice;  ponrcela,  mnlliplions  les  denx 
iiicmhii's  dc  Fax ani-dernicre  eqnalioii  par  i,',v(7  (  ponrra  entrer 
soils  It'  si«;iH'  A,  t'n  \  t'rln  dii  llicort'iut'  dc  Piicci),  on  anra  sncces- 
si\  cmt'iil 

t  '     I  dx>  L     ^  J 


<)x'^  dx'- 


2  V  dx'        dx'>        dx'^  I 
t>n  a  ('N  idem  niciil .  p;ir  clian<j!,ein('n  I  dii  noiii  dcs  indices  muels 
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(^1  en  ii>is()ii  <l<'  lii  sMiK'Uric  dii  Icnsciir. 

dx>'  ()x^^  dx>^  ' 

(loniK?  dans  cc  ens  pour  la  diverj^enoe  la  forniule 


ce  ( 


Ul- 


Oprvdleiir  (Ic  J^aplace.  — En  coordinnKM's  carlcsicnnes  rect{ 
gulaires,  si  Ton  clierclie  la  diverj^cncc  dii  grudienl  d  un  invariant  o, 
on  obrienl  ce  (jue  Ton  appelle  FoperatoTir  do  Laplace  et  que  Ton 
represente  par  le  Symbole  bien  connu  A9. 

En  coordonnc'es  i^c'nerales,  ro])eraleur  de  Laplace  s'r'c  rlra 

(32)  A9  =  ArA'-9  =  A'-A,.?, 

et,  d'apres  l  etpialion  (3i  ),  il  pourra  encore  s  ecrire 

[pplicdlion .  (  ((h  id  de  i<i  (jiiaiitilf'  Ac{^  en  coordonnees 
cuisH i Lilies  (II  I lioi^oiiales.  — Supposons  que  nous  soyons  dans  iin 
sjsl^me  de  variables  pour  lequel  la  forme  quadra  I  Icpie  londanientale 
se  prc'sente  sous  la  lorjiu' 

(  H 1  )-  (  rt'^l  )-        (  Ho  )2  (  )2        (  H3  )2  (  dx^^  y-, 


(')  Les  expressions  de  la  forme  \  i{-  A  *  se  rencontrent  frequemment  dans  les 
theories  physiques,  aussi  est-il  souvent  conunode,  a  cote  des  tenseurs  propreinent 
dits  d'introduire  des  densites  tensorielles  definies  par  exemple  par  la  relation 


ci-=V'  i^l  A-. 

Ces  quantites  (qu'on  pourrait  naturellement  definir  pour  des  tenseuis  de  tout 
ordre)  se  translorment  suivant  la  loi 

D.  ■r'^irjcl?'        (D  det.  tone,  de  la  transformation). 

On  pourrait  du  reste  imaginer  des  lois  de  transformation  plus  complexes  dans 
lesquelles  le  determinant  fonctionnel  D  serait  eleve  a  une  puissance  quelconque 
et  qui  satisferaient  toujours  (ce  qui  est  essentiel)  aux  conditions  (C)  du  debut 
de  ce  Chapitre. 

(^)  Get  operatcur  pourra  naturellement  s'appliquer  aussi  a  des  tenseurs  d'ordre 
quelconque. 
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Oil  IroiiNcia  iiiinKkliatemenl 

CI'  (jiii  (loiinerii  la  (jiiaiiliU'  Ao,  prise  sous  la  forme  (32'),  la 

foriimle  cl-dessoiis,  (11111  usage  constanlen  ])liysique  matliematique. 


I       \  ,)  /H0H3  ^9  \ 
■      111  Ho  H,  [(^x- A   Hi  dx^j 


<)    /H:,H,  d-c  \        ^    /H.Ho  6>y  Xl 

V  Ho      y       \^  yj  ■ 

o3.  Les  contractions  du  tenseur  de  Riemann-Christoffel  (^).  — 
Repreiions  la  lormule  (  23)  definissant  Rj^^yr: .  En  la  coiitractant  par 
rapport  aiix  indices  a  et  (5,  nous  en  deduirons  le  nouveau  tenseur 
du  second  ordre 

(33)  R3v=RW 


qiii  s  ecrii 


encore  d'a])res  (3o) 


(33")  R3-<=. 


(    'J.    j  (    A    \  c^^A  (    [J.    )  dxV- 

Sous  celle  derniere  iornie,  on  voit  immediatement  qu'il  s'agit 
d  un  tenseur  syiuciricpie 

(34)  R3,.=  H.ri. 

I^'iilin  pal"  ("h'N  a  lion  d'indice  suivie  d  une  nouvelle  contraction, 

Du  tenseur  dc  Iliemann-GlirisLollcl  on  ne  peut  dcduire  qu'u/t  seu/  tenseur 
contractc  nouveau,  car  la  contraction  r'.)^-  donnerait  le  ineme  tenseur  au  signe 

ptes  que  l  elui  que  nous  considerons  ici,  et  la  contraction  R  -^,,^-  donnerait  un 
rcsultat  identiqueiiient  nul. 
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111!  iiivjiriani  pnr  Ics  forniulcs 

joucul   till  role  loud;!  iiiciil  ;i  I  en  pliNswjiic  v\ 

oi.  Systeme  de  coordonnees  geod6sique  en  iin  point.  —  \(nis 
;i\(»iis  (l(''|a  i(jiM'  (|U0,  si  Ics  coclliciciils  ^',7.  de  la  lorijic  (|iia- 

(liali(|ii<'  loiidaiitciilalc  ('laiont  (!('>  coiislanles,  les  sNiiilxdcs  de 
Cliristoffel  des  donx  es|)('(  es  claicnl  mils. 

En  i;('*neral  il  n'eii  csl  pas  aiiisi.  d  nous  Ncrron.s  plus  lard 
(pTon  nc  peril  pas,  par  nn  cliani^cinen I  de  \ariables,  ranienej'  ces 
coeliieienls  a  eire  (  (jn^lanls.  saul dans  le  eas  parliculier  on  le  len- 
senr-  de  Pv ieniann-(  dn  islollel  esl  ideni  i(pienM'nl  nid. 

AJais  nous  allons  inonl  rer  (pTon  peul  loujours  Ironxcr  nn  chan- 
i;enienl  de  ^al•ial)le,^  lei  (pTr//  un  poii}t  part/cu lici'  P  de  la  mnlli- 
plicite  les  derivees  parliidles  premieres  des  ^,7.  soienl  nnlles.  I  n 
sysleine  de  \  aria  hies  ponr  lef[uel  eelle  parlicnlarite  sera  realisee 
sera  dil  L^rixlrsiijue  (Ui  point  V.  Va\  ellei,  dire  qne  les  derivees 

parlielles        sont  nnlles  en  nn  point  revieni  a  dire  qne  les  sa  ui- 

holes  de  Clirisloii'el  des  deux  especes  soni  iinls  en  ee  ])«>inl  el 
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on  pouria  en  deduire 

(35) 

Tons  ces  lenseur> 
en  j>eonietrie  ). 


( ' )  On  trouvc  pour  represenler  ces  diHerents  tenseurs  les  notations  les  plus 
diverses  suivant  les  auteurs.  ('ette  diversitc,  jointe  au  fait  que  la  plupart  des 
auteurs  neprecisent  pas,  connme  nous  le  taisons  ici,  la  place  mutuelle  des  indices 
de  types  differents,  n'esl  pas  faite  pour  facililer  la  lecture  des  niemoires  et  pour 
perniettre  la  comparaison  rapide  des  rcsultats.  Aussi  n'est-il  peut-etre  pas  inutile 
de  dresser  un  petit  tableau  comparant  les  diflfcrentes  notations. 

Composantes    Gomposantes  Tenseur 
Auteurs.  mixtes.        covariantes.  contracte. 

Present  Ouvrage   -  0  '^a3"o  R'j-  =  ^^'[iv) 

NVevl   Vl^^  V^y.r,  J^3o=F^j.. 

Eddiiigton-Becquerel .. .  ^^yo  '^S-  oa  ^.'^V  ~  ^^"/y 

^ialbrun   R^.^  HaV>-  I^:3v  =  I^^),y 

.luvet   Rj^^^  KaSoy  R;iy=R^;-^ 

ChrislofTel-Bianchi   1  [ja ;  07  5  (.^^5  c!-;) 
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iiiversemenL  la  nullit(3  des  sjmboles  entraine  celle  des  derivees 
d'apr^s  (i4)- 

Soient  done  un  sjstt;me  de  variables  quelconque  et  un 
sjst(^me  de  variables  geodesique  en  P;  d'apres  les  formules  de 
Christoffel  (i(:>')  et  ce  que  nous  venons  de  dire,  la  condition 
n^cessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sera  que  I'on  ait 
(in  point  P 

(    ^  ) 

Alors  on  determinera  le  changement  de  variables  x^)  en  se 
donnant  les  developpements  en  s6rie  de  Taylor  des  x^  en  fonction 
des  (qu'on  pourra  supposer  nuls  air  point  P).  A  cet  effet,  on  se 
donnera  arbitrairement  les  valeurs  des  derivees  premieres,  par 
exemple  par  les  formules 

(  o    si  ?  7^  r 

(   I     SI  J  =  /'  (0, 

on  determinera,  par  les  formules  de  ChristofFel  precedemment 
ecrites,  les  valeurs  des  derivees  secondes  en  P  et  Ton  prendra  arbi- 
trairement les  derivees  suivantes  qu'on  annulera  pour  simplifier. 
On  ain\a  ainsi  les  formules  de  transformation  demand^es 

( 36 )  xi=i    )p  -h     —  -  I '  /  I  x'sx'. 

5o.  Application.  —  Comme  il  est  toujours  possible,  ainsi  que 
nous  I'avons  remarque  pr^c^dement,  d'etablir  une  formule  ajant 
une  signification  physique  en  lui  donnant  une  forme  tensorielle  et 
en  se  placant  dans  un  syst^me  de  variables  particulier,  il  y  aura 
souvent  inter^t  a  faire  cette  verification  dans  un  systeme  geo- 
d('!sique  ou  les  calculs  seront  plus  simples. 

\  titre  d'application,  nous  allons  etablir  par  ce  proced^  une 
identit(i  qui  joue  un  role  fondamental  dans  la  tht^orie  de  la  relativite. 

Si  Ton  se  place  dans  un  systeme  de  coordonn^es  geodesique  en  un 
point  P,  on  verifie  immediatement,  en  partant  de  la  formule  (26''), 
ridculite  ( vi'aie  au  point  P) 

A.  RaSyo  +  Ay  Ra^os  H-  A^  RaSsv  =  O  )• 

(')  II  faut  naturellement  que  le  determinant  fonctionnel  en  P  soit  different  de 
zero;  ici  il  est  egal  k  I'unite. 

(-)  Pour  une  interpretation  geometrique  de  ces  identites,  voir  G.  Darmois, 
Elements  de  la  geometrie  des  espaces  {Annates  de  Ptiysifjue,  1924,  §  39). 

APPBI.L.   —  V. 
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Mai.s  coniinc;  lo  premier  iiieiribre  (Je  cetle  idenlile  repr(3sente  un 
sjsleine  lensoriel  cinq  fois  covariant,  on  en  conclut  ([n'elle  esl 
verifitM!  clans  n'iinporte  quel  sjsleme  de  coordonni'cs  (picl  fjue  soil 
le  poiiil  P. 

Or,  celte  idenlile  s'ecril  encore 

F;tisons-y  d'abord  la  conlraclion  y.  —  o.  puis  la  conlralion  j  =  v. 
elle  (le\  ieni 


R  H  M 

A.  Ri^:  —         -h  Aa  R  %  =  o, 


puis 

ce  qui  s  eci  il  encore 


A.R  — AorJ— AaRf^o, 


-AsR— AaR?^  (), 


on  en  fin 

(37)  Aa[^^'?R-R«]^o. 

Telle  esl  la  formnle  que  nous  novrs  proposions  d'elablir,  forinule 
qui  expriuie  que  la  divergence  dn  lenseur  sjinetrique  dont  les 
composantes  mixtes  sont  dans  le  crochet  est  nnlle. 

RfiGLES  ET  FORMULES  DU  CALCUL  TENSORIEL.  RESUME. 

Notations  : 

(l)  -T=r-  =             et.  - —  =  x\: 

^  '  dx>-      -  dx'^ 

Convrul ion  dc  soninialioii.  —  Un  indice  <(  muel  »  (  fiiiui-anl 
deux  fois  dans  un  nionome)  implique  une  sominatioii  de  i  a  //. 

Relations  fond amentales  entre  les  derivees  partielles  : 

(  <)    si  ^  ^ 

{'?.)  x^,:x';=x'rx^=i',=  \      .  ' 


hn  ariant .  —  ( Sjsteme  lensoriel  d'ordre  zero) 
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Systcme  Icnsoriel  clu  premier  : 
1"  Covarianls 

(3)  A,.==^PAp        ou        A,.=  ^?Ap  ^Ex. 

2°  Gontrevariiinls 

(4)  A'-  =  ^'pAp        ou       A'-^^'pAP       (Ex.  :  r/^'-). 

Systemes  tensor iels  d'ordre  super ieur.  —  Exemple  : 
/       A;f,=  ^P.^-^^?Ap^^, 
I  ou 

(6)  {  ^pAj:^;^=  ^■^^JAp'^T, 

!ou  encore 

L'indice  inferieiir  caracterise  toujoiirs  la  covariance; 
L'indice  superieiir  caracterise  toujours  la  contrevariance. 

Operations  tensorielles  : 

Addition  (analoarue  a  Taddition  vectorielle)  )  .  .  . 

°    ,  .  M  commulatives,  associalives  et 

Multiplication  exteneure  )     peuvent  se      >  j-     -i  • 

„  .  ,  .  I  distributives. 

Contraction  )      combiner  } 

Criteriuni  clecelant  le  caractere  tensor iel.  —  Si  an  groupe  de 
quantit^s  A(7%  s.  t)  est  tel  que  A(7%  ^,  t^\r'f]sV  soil  im  invariant 
quels  que  soient  les  systt;mes  tensoriels  yj^,  alors  A(7%  s^  t) 
est  un  sjsteme  tensoriel  du  type  A''^. 

Systemes  tensoriels  speciaux.  —  Sym^triques  ex.  :  (A//,  =  A/,/). 
Antisymetriques  (ex.  :  A//,  =  —  A/,/). 

Forme  quadratique  fondamentale  : 

gikdx ^  dx^       {gik=  gki) 

(invariante  par  definition). 
Discriminant 

A'  —  II  bik  li  7^  b  =  (D  =  det.  fonct.  de  la  transformation). 

Systemes  tensoriels  Jo ndamentaux  du  deuxiUme  ordre  : 
i"  C()\ari<inl 
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•>."  Coutrevariaul 

P'"^  =  '  X  mineur  algebri(iue  de 
8 

3"  Mixtc 

I  ()    si  i  ^ 
I  I    si  f  =  k. 


Ahaissement  et  elevation  des  indices.  —  Le  produit  contractc' 
d'liu  sysli'iiie  lensoricl  quelconqiu'  par  un  systeme  fondamental 
doniie  : 

i"  Poui-  ^/A,  un  cliani;eiiiciiL  d'indice  suivi  d'liii  abaissemeut, 
(;)  ex.  :  gikX''  =  A/; 

2""  Pour  .i>^^',  un  clianjjement  d'indice  suivi  d'une  elevation. 
(7')  ex.  :  ^•'■^■A^.=  As 

3"  Pour  g'/.^  un  changement  d'indice  seul, 
(8)        ex.  :  g-'i.k''  =  A''       {g'f.  est  un  operateur  de  substitution). 

Regies  du  «  jeu  des  indices  ».  —  Sur  tout  indice  muet  on  a  le 
droit  d'abaisser  I'indice  dans  une  de  ses  positions  et  de  I'elever 
dans  Fautre, 

ex.-:  A^.B*^  A^Bx-/. 

Un  m6iue  indice  non  muet  pent  etre  eleve  ou  abaisse  siinultct- 
nement  dans  tous  les  termes  d'une  equation  tensorielle, 

ex.  :  A;t  61^^  =  0/       equivaut  a       Ax;B'^''=  G''. 

On  pent  loujours  changer  le  nom  d'un  indice  muet. 

Tenseurs.  —  On  pent  associer  a  toutsjst^iiie  tensoriel  plusieurs 
autres  systemes  en  ^levant  ou  en  abaissant  les  indices ;  tous  ces 
syst^mes  sont  les  composantes  de  difl'erents  types  d'un  meme 
tenseur. 

Exemplc  :  Les  systemes  londainentaux  ^',7.,  sont 
les  composantes  covariantes,  contrevariantes  ou  mixtes  du 
tenseur  ineh  ique  fondamentcd. 

Equations  differ entielles  des  geodesiques  : 
,  d-x'      \r    s)  dx'-  dx^ 

-IF-^X  t  }^-*=»- 
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S)  inh<>lcs  (Ic  (  hrisloffel  : 


(lo) 

(•0 
(.5) 

(!■>.) 


i     f  ) 

(  ) 

['.■]-[•.']• 


['/]  =  »"' 


III) 


It  J  ^  L  J 


Formulcs  dc  Hiristoffel  : 


a\ec 


sc  coil 
I 


Dvi  ivrc  roK  arianle.  —  Exemple  : 

fond  ;n  c'C  la  derivee  partielle  ordinaire  si  on  I'appliqne  : 
a  un  in\arianl  quels  que  soient  les  ^//,  ; 
■a"  a  un  svsleme  quelconque  et  si  les  ^v/,  sont  constants. 

/)rrf\  rc  contvevariante  : 
('>i)  A'(systeme  quelconque )  =  ^^"^ Af( meme  systeme). 

llirin'i'inc  dc  liicci  : 

A,  f^a  =  o,       A,      =  o,       A,  g\  =  ^' 

l^ropi  irlrs  (le  la  drrivation  covarianie  : 

l.o  iiK'incs  (juc  ecUes  de  la  derivation  ordinaire; 
EUe  est  jxTuiutable  avec  la  contraction  et  le  deplacement 
indices; 

I. a  d(''i  i\('('  (I  im  sNslriiic  eons|;inl  n'est  pas  nulle. 
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Derivations  tensor  idles  sacccssives .  —  Ne  son  I,  pas  indepen- 
dantes  de  I'ordre  des  deprivations 

(2-/)  A,(A,Ar)-A,(A,A,.)  =  A,  R',.,,. 

Tenseur  de  Riemann-Christoffel  : 


(24) 


R"Py6-+-  R"y83-+-  R*63y= 
(25)  Ra!3y6=  ^aXR!^PY6, 

(.6)    H.,,=  -L^-jS;';[%;^] 


[V] 


(26") 


5^"")    X    j  [    X  J' 
2  \       <;:r  Y       ^^"^  dx'?  dy''       dx^  dx^  ) 

-H\']['A--V  ;■][;']■ 

!Ra8Y5  =  — Ra86Y  =  — RHavo  ]  fi-{n- — i) 

apyci  apoy  pay.  ^   v  ^  COmpOSantCS 

RaPy6  =  +Ry5aP  ) 

Rapy5->-  Ray5p"«-  RaSpy  =  o    /  independantes  non  nulles. 

Quelques  identites  import  antes  : 

(  28  )  dgr^  =  -  g^9  g^^  dg^a, 

(  "'  8' )  flf^r*  =  —  gr^  gsa  dg^^, 

(  29  )  dgr''  =  —  A'---  dgrs, 

d'y-\g\=  g'^  dgik  =  —  gik  dg'^i^, 
r    s\_xd\.\g\  ^      I  dsl'\J\ 
2     dx  ''  y/  I  g  I  * 


(3o) 


Divergence  d^un  tenseur  : 

Tenseur  du  premier  ordre  covariant, 
A-A^=^-'A,A,.; 
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2"  Tt'iist'Lii-  dii  pirniici;  ordiv  conlrevarianl, 

3"  Tenscur  du  (Icuviriiu'  ordre  symetrique  gauche^ 

4"  TciiscMir  du  douxieiiie  ordre  symetrique  droit, 


■31")  a,.a; 


Opera  I  cur  de  Laplace  : 
(82)  A( tenseur  quelconque)  =     A'(     )  =  A^'Ar(  ). 

Conlraclioiis  da  tcnseiw  de  Riemann-Christoffel  : 


(33") 


(34)  Rq.^r^P, 

I  R==R«=^aYR 


(35) 


l^(tss(fi;<'  d' an  systeme  dc  variables  quelconque  (x')  d  uji 
sysfrme  ( .r'  )  geodesique  au  point  P  : 

N                           •     /    ■  V         .      I  (  r    .V )  _  _ 
I  )0)  iC' =  (^' )p-|-  .X"   .     )  x''x-^. 

Jdc/ililr  J\)nd((ntcnlalc  de  la  i  claiivitc  : 
(^7)  Aa[^^?R-R?]  :=o. 


CHAPITRE  III. 


EXEMPLES  ET  APPLICATIONS  JJU  CALCl  L  lENSOJilEL 
DANS  L'ESPACE  EUCLTDIEN  A  TROIS  l)niE\SlONS. 


I.  —  CALCUL  VECTORIEL  EN  COORDONNfiES  CURVILIGNES. 

56.  Coordonnees  curvilignes.  —  Nous  rapporlerons  cl  ubord 
Fospaco  euclidion  a  trois  dimensions  de  la  geomclrie  classiqiie  a 
trois  axes  de  coordonnees  rectangulaires  OA'.  OA'^,  OA'  et 
nous  representerons  par  les  trois  coordonnees  d'lin  poini 
(pielconque. 

La  distance  de  deiix  points  infiniment  voisins,  de  coor- 
donnees et  7/' 4-  dx^  sera  donnee  par  le  tlieordme  de  Pylliagore 
et  son  carre  ponrra  s'(^crire 

c/a-  —       dx^  dx^ 

avec 

_         (  ()     si  t  5z£  k, 

Sik=\         .  .  . 
(  I    s\  I  =  k. 

G'est  line  forme  quadratique,  invarianle  par  sa  nalure  meme, 
(pii  nous  servira  de  forme  fondamentale. 
On  Iroiive  immc'diatement 

^  ,  {  o    s\  i  ^  k, 

g  =  \\S^i/c\\=^,  g'''=g'k=  .  .' 

(  I     SI  ?  =  A". 

Consequence.  — Dans  un  sjst^me  de  coordonnees  cartesiennes 
rectangulaires,  des  sjst^mes  associes  ont  des  compossantes  iden- 
liques.  On  a,  en  cffet,  par  exemple, 

A,.=  ^,./A'=  A'-; 

autrement  dit,  il  n'y  a  pas  lieu  dans  ce  cas  de  faire  de  distinction 
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(Millie  Ics  ('oiii[)()s;iiiles  covarianlos  el  coiil rc^varianles  d'nii  in^iiic 
tenscuf. 

Inlrodiiisons  niaintenanl  iin  second  sjstviiic  <!(■  coordoniiros 
i('li(''('s  aii\  prcri'donlos  par  des  relations  arhilraii-es 

x^^fix^,  x\  x-^), 

soiiinises  aii\  scides  restrictions  de  continuite  et  d'exislence  des 
deriv(''es  deja  nienllonnees  et  lelles  que  de  plus  le  determinant 
i"onctionn(d  ||      ||  soit  dillerent  de  zero. 

Ces  n()ii\  elles  \ariables  seront  dites  former  un  sjsteme  de  coor- 
donnees  enrvilii;nes  pour  Fespace  a.  trois  dimensions. 

Dans  ce  nouveau  systt^me,  le  ds^  aura  une  forme  analogue 
i>iiidx^ dx''  et  Ton  calcule  de  suite  les  valeurs  des  composantes  du 
(enseur  fonda menial  d'apres  leurs  valeurs  simples  dans  le  sjst^me 
carli'sicn 

el  nal urcilcinciil 

(o  si  /•  ^  5, 
(1    ^\  r  =  s. 

57.  Courbes  et  surfaces  de  coordonnees.  —  Reprenons  les 
lorinnles  de  I ransformation 

x^  =  f^{x^,       ^•') ; 

(lomions  aii\  les  valeurs  numeriques  qui  determinent  un 
[)()inl  M  el  supposons  qu'a  parlir  de  ce  syst^me  de  valeurs  nous 
fassions  Nai  icr  (a?-  et  restant  fixes),  le  point  M  decrira  une 
courhc  (jn'on  aj)])ellera  la  courbe  x^  =  variable]  on  definira  de 
MHMiic   les   (■()url)(\s  x'-  =  variable  et  x'^=  variable  issues  du 

pOIDl  M. 

V  piiilii-  (III  mriuc   sysleme  de  valeurs  numeriques,  faisons 


('j  Nous  appli(iuons  ici  encore  notre  convention  de  sonirnation,  bien  tjue 
I'indice  muet  p  n'occupe  pas  comrne  d'liabilude  une  fois  la  position  liaute  et  une 
fois  la  position  l)asse.  Cetti-  exception  ^  la  regie  gendrale  tient  au  fait  que  k- 
sysleme  des  conidonnces      est  Ires  particulier. 
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mainlciiiiiil  viiricr  .x^  t'A  .T'  siiniiJlJiiKMiient  (.z'  rcslciiil  (i\c  ),  nous 
ohliciidrons  aiiisi  iirio  surfaci^  (jiii  contienrliii  (HidcMinnent  los 
deux  coiirbes  x-  — variable  x  '  =  vfiriahh^  issues  (Ju  poiiii  M; 
nous  Fappellerons  la  surface  x^  —  constania.  On  definiia  de 
nierne  les  surfaces  x^  =  conslanle  el  x  ''  =  const fuUa  passani  pa  i-  VI . 

Ces  courbes  et  scs  surfaces  (pu'  I'oii  prul  aiuM  allaclicr  a  loul 
point  de  I'espace  soni,  dil.es  les  coiu  hes  et  les  surfaces  dc  coor- 
donnees. 

lienuii  que.  —  La  condition  ||  ^'^  ||  7^  <^  expriuie  cn  idem uicul  (pie 
les  tangentes  en  M  aux  courbes  de  coordonnees  qui  y  [)assent 
formenl  un  veritable  triedre  dont  les  faces  seroul  les  plans  lanjients 
aux  surfaces  de  coordonnees. 

Nous  orienlerons  les  artMes  de  ce  Iriedre  dans  un  sens  arl)i- 
traire  (par  exeniple  en  supposanl  qu  on  prenne  sur  la  courhe 
^1  =  variable  le  sens  des  croissants  comnie  sens  d'oi  ienlalion  ) 
et  nous  obtiendrons  ainsi  trois  axes  T-,  T*.  issus  de  M. 

jNous  orienterons  de  m6rae  les  noruiales  en  \1  aux  surfaces  de 

rooj'donui'es  (par  exemple  dans  un  sens  lei  (pie  Tangle  T/iN'  soil 
aii;!!  )  el  uous  obliendrons  un  nouNeau  liic'dre  N^,  IN-,  IS-',  su[)- 
plcuienlaire  du  premier. 

Le  calcul  des  cosinus  direcleurs  des  tangentes  se  fail  de  suite, 
car  on  a 

rosA^TJ       cosA-Ti      cosA-'T'  i  1 


[d'a|)r('s  la  formule  (i)],  ce  qui  donne 

(2)  cosA^'T"=     — -        {sans  sommation) 

De  mc^'me,  les  cosinus  di)-e('Ieurs  de  la  noruiale  devront 
satisfaire  aux  conditions  d'ortliogonalile 

jcl  cosA^^-T-x|cosA^N^-f-:^.]  eosA3^=  o, 
xl  cos  A^m-h  xl  cos  A2^N^-+-  xl  cos  A^V  =  o. 
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(Jill  ri'soliK's,  (loiiiicroiit    '  ) 
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COS  A' \  I  A^N'  cosA"'N' 

 ;   =  COS   ;        -—   ;  


c'csl-a-cli  re 

(3)  cos  A'  N*"  =  (sans  sommation)  ('-). 

])vs  loriiiules  [2)  et  (^.)  ),  on  lire  de  suite  les  valeurs  des  cosinus 
des  an<jl(\s  de  deux  tangenles  ou  de  deux  normales;  on  trouve 
ainsi.  en  se  servant  aussi  des  formules  (i), 


(4)  cosf/''rv=      ^^''"^  j 

S  gppSqq  \ 

(4')  cosN>Nv= 


(sans  sommation). 


08.  Relation  entre  les  tenseurs  du  premier  ordre  et  les  vecteurs 
de  I'algebre  vectorielle  ordinaire.  —  Donnons-noiis  maintenanl 
un  \ecteur  quelconqne  (MV)  ajant  son  origine  au  point  M.  II 
aura  par  rapport  aux  axes  cartesiens  des  composantes,  au  sens 
lial)iliiel  du  mol,  que  nous  pourrons  regarder  indifFeremment 
coiiiine  les  composantes  contrevariantes  ou  covariantes  d'un  ten- 
se ui-  du  premier  ordre.  Nous  les  appellerons  Ei,  $2,  ^3,  ou  T-, 
sans  prater  attention  a  la  place  des  indices. 

Dans  le  syst^me  des  coordonnees  curvilignes,  ce  m^me  tenseur 
till  [)remier  ordre  aura  des  composantes  contrevariantes  et  cova- 
l  ianfes.  donnees  par  les  regies  de  transformation  des  sjstemes 
Iciisoricis :  inais  celle  fois  les  composantes  de  types  differents  ne 
seroiil  pas  idciil  i(|U('s. 

\  loiil  Iciisciir  du  |)riMiiiei'  ordre  correspond  done  ainsi,  de  facon 
iini\ (xpic.  nil  Ncriciir  :  iioiis  alhuis  cdercher  mairitenant  la  signifi- 
calioii  Licniiici  i  i(|ii('  des  c< niijjosaiiCcs  de  ce  tenseur. 


(')  Par  suite  des  relations  xV.x].—  o  et  x^^oc}-=  o  [form.  (2),  Chap.  It]. 

(-j  Le  signe  de  ce  dernier  radical  est  couvenablement  choisi,  puisqu'on  aura 

alors  cos  N'T"—       '         quantite  positive. 
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\|)|)('I(Mis.  |)(>iir  siliiplificr  i'c'cri I iirc  : 

Vjr    la  mesure  algebrique  de  la  projection  ortliogonale  du  \ec- 

leur  (MV)  sur  la  tangente  T', 
P>r    la  mesure  algebrique  de  la  projection  ortliogonale  du  \ec- 

leur  (MV)  sur  la  normale  N'. 
Gt'^    la  mesure  algebrique  de  la  composante  sui\ant  'l^  du  \ec- 

teur  (MV)  decompose  suivant  les  trois  tangentes, 
Cyr    la  mesure  algebrique  de  la  composante  sui\ant  N''  du  \ec- 
tcur  (MV)  decompose  suivant  les  trois  normales. 

Uiic  ion  immc'dialc  (In  I  In'oi  rinc  dcs  |)r()jL'Cli()ii,s  (loiiiie 

les  i(dali()iis 


(pas  de  s  iinmation  en  r  ), 


y  .,cosl^f7=yii^ 

^/  =  yC.pcosA^T>  =  V%;^, 
? .  ^y      cos  A'-  IV'  =  y  . 

D'aulro  pai^l,  on  a,  d'apres  les  lois  do  I ransfornialion  dcs 
s  J  s  lb  m  c  s  I  c  n  s  o  r  i  e  1  s , 

l,.=-^liX\.        et        ^/.=  Vcr^;., 

el      ^.  =  2^,.^;-, 

i  r. 

(Tom,  par  coinparaison  a\('C  les  fonnnles  precedenles  ('), 
(6)  '  ^  ^"  >  (srtns  so/n/nafion). 


(')  Le  lecteur  leconnaitra  sans  peine  que  les  indices  des  quantitcs  surlignees, 
dont.  la  place  etait  sans  importance,  n'ont  pas  ete  mis  au  hasard  et  qu'on  s'est 
arranii;c  au  contraire  pour  faciliter  la  comparaison  en  question. 
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Cos  foriiiiiies  resolvent  le  probleme  el  nous  donnenl  ainsi  une 
double  interpretation  g(3om(3trique  des  composantes  covariantes 
ou  conlrevariantes  en  coordonnees  generales;  il  faudra  done  bien 
se  garder  de  confondre  ces  composantes  d'un  tenseur  du  premier 
ordre  avec  ce  que  Ton  appelle  liabituellement  composantes  d'un 
vecteur,  ces  deux  notions  ne  coincident  (ju'en  coordonn6e  carte- 
s  i  e  n  n  e  s  o  r  1 1 1  o  g  o  n  a  1  e  s . 

Reincuquc.  —  l^ans  la  plupart  des  cas  usuels,  les  coordonnees 
curvili«;nes  employees  sont  orthogonalas^  "c'est-a-dire  que  le 
triedre  des  tan*;entes  est  trirectan<:;le  et  se  confond  avec  le  triedre 
(les  normales.  Gomme  le  montrent  alors  les  formules  (4),  le  ds- 
ne  contient  que  des  termes  carres  et  le  groupe  des  formules  (6) 
se  reduit  a  une  seule  formule. 

On  en  deduit  de  suite  qu'il  3^  a  entre  les  composantes  contre- 
variantes  et  covariantes  de  m^me  rang  les  relations  simples 


ou  encore 


ce  rjui  entraine 


*        \  {sans  sommatioji)  (i). 


I 


tW).  Lionguem*  d'un  vecteur.  —  En  coordonnees  cart^siennes 
ortliogonales,  la  longueur  du  ^(^cleur  (MV)  est  donnee  par  la 
formule 

])eul  s  ecrire  loul  aussi  bien 


Or.  sous  celle  derniere  forme,  le  second  membre  a  le  caract^re 
h'nsoriel  d'un  invariant  et  par  suite,  dans  un  syst^me  de  coor- 
(lonn('es  (pielcoucjue.  l.i  longueur  s'exprimera  sous  la  forme 

(:)  ffu.V'i'^lki''^  ^^nihc 

(' )  Le  lecteur  pouira,  a  litre  d'exercice.  appliqucr  ce  qui  vient  d'etre  dit  des 
coordonnees  curvilignes  aux  coordonnees  cartesiennes  o6/f<7«e* ;  ce  cas  est  carac- 
tcrise  par  le  fait  que  les  coefficients  sont  des  constantes  et  que,  de  plus, 
1:..  —  I  si  i  ~ 
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60.  Produit  scalaire  de  deux  vecteurs.  —  Klant  clonnes  deux 
vecteiirs  (MV)  ot  (MV),  dc  composnntos  respoctives  P  ot  r^'  dans 
le  systc'jme  cart^sien  orth()f;onnL  on  nppellc  prodnit  sraliiiic  dc  ccs 
dcMix  vecteurs  Fexpression 

(jiii  pent  encore  s'ecrire 

Sous  cette  fonne,  celte  expression  a  ici  encore  le  caraclere 
lensoricl  d'un  invariant;  en  coordonnees  g^n^rales,  le  produit 
scalaire  anra  done  pour  \aleur 

(8)  ^,^^'r/  =  ^X-r/  -  ^^•r.^.=  ^-'^^,r,X-. 

61.  Element  lineaire  a  deux  dimensions.  —  Soient  deux  vec- 
teurs independants  (-)  (M\  )  et  (MV),  issus  du  point  M.  Ces 
deux  vecteurs  deleruiinent  :  i"  un  plan  passant  par  iVI;  2"  une 
aire,  celle  du  parallel(ji;rannne  construit  sur  eux;  3"  un  sens  de 
rotation  dans  ce  plan,  si  r(ui  enonce  les  \ecteurs  dans  un  ordre 
determiiu'. 

En  coordonnees  cartesiennes  rectan<j;ulaires,  ces  Irois  eleiiu'nts, 
plan,  aire  et  sens,  sont  parfaitement  determines  par  la  donnee  des 
t r( )  i s  d  e  te rm i na  n  ts 


I' 

,           "7-"  — 

22 

qui  mesurent  algebriquement  les  aires  des  projections  du  paral- 
l6logramme  en  question  sur  les  plans  des  coordonnees.  Inversement 
du  reste,  la  donnee  des  seules  (juantites  a^^^,  0-='^  permet  de 
remonter  d'une  infiuih'  de  luanieres  aux  vecteurs  (M\  )  et  (M\  ') 
qui  ont  donne  naissance  aux  elements  g^ometriques  consideres. 
Nous  conviendrons  done  de  dire  que  ces  trois  quanlites  deter- 
minent  un  element  liiirnire  a  deux  dimensions  qui  sera,  pour  les 
multiplicites  a  deux  diuu'iisions,  le  correspondant  du  vecteur  yowv 
les  multiplicit(3s  a  une  dimension. 


(')  Ce  produit  scalaire  est  encore  cgal,  comme  Ton  sait,  au  produit  des  lon- 
gueurs des  deux  vecteurs  par  le  cosinus  de  leur  angle. 
(-)  C'est-k-dire  n'ayant  pas  le  mcme  support. 
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Aiix  elements 

support  rectiligne,  lonjjueur,  sens, 

tlelei  niinant  le  veclenr,  corresponclront  les  elements 

support  plan,  aire,  sens  de  rotation, 

(leleriuiuanl  relemeiit  linenire. 

Les  eomposantes  de  Feli^menl,  qii'on  pent  ecrire  sous  forme 
a  I ee 

se  iransrormeroiil  d  apres  les  lois  tensorielles  et  determineront 
dans  iin  svsleine  de  coordonn^es  quelconques  un  tenseur  du 
second  ordre  sa  luelrique  gauche 

el  iuNersement  tout  tenseur  symetrique  gauche  du  second  ordre 
esl  susceptible  de  cette  interpretation  geometrique  (^). 

Aire  de  relement  lineaire  a  deux  dimensions.  —  En  coor- 
donnees  cartesiennes  rectangulaires,  cette  aire  serait  donnee  par 
la  formule 

([lion  pent  encore  ecrire 

Gelte  expression  etant  mise  sous  forme  tensorielle,  on  aura  done 
aiissi  en  coord()nn(''es  curvilignes  quelconques 

(  9  )  gUgkm^^''         =  I        ^ik  {-). 


( ' )  Cette  interpretation  n'est  cependant  valable  que  pour  I'espace  a  trois  dimen- 
sions {cf.  Pauli,  Rclatlvitufitheorie ^  p.  078). 

Le  lecteur  pourra  recherclier,  en  appliquant  les  formules  (6),  la  signification 
geometrique  des  eomposantes  generaies  o-''^  (ou  des  eomposantes  covariantes ), 
signification  particulierement  simple  si  les  coordonnees  curvilignes  sont  ortho- 
gonales. 

H.  Weyl  appelle  les  tenseurs  de  ce  type  des  tenseurs  lineaires  du  second  ordre. 
(-■)  I.'elenient  linraire  ^  deux  dimensions  pourrait  encore  etre  determine  par 
la  donnee  dans  un  plan  d'unc  eourhe  lermee  aftectee  d"un  sens  de  parcours.  Si 
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02.  filament  lineaire  a  trois  dimensions.  —  Trois  veclours  (M\  j. 
(MV),  (AfV" ),  issns  (111  point  M  et  non  silues  dans  un  m^me  plan, 
d^termiiiciit  iin  volume  :  ccliiidii  |)arall(3l6pip^;de  construit  sur  eiix, 
volume  que  Ton  pent  alleelcr  (run  sif^ue  si  les  vocleiirs  soni 
enonces  dans  un  ordre  determine. 

En  coordonnees  carlesiennes  rcclangulaires,  ce  volume  a  pour 
expression 


V 


^'     c-  i;- 


E',  r/,  I'  designant  les  composanlcs  respeclives  des  trois  vecteurs. 

Pour  avoir  ce  volume  en  coordonnees  generales,  il  suffit 
d'exprimer  f',  'n'\  C',  cn  fonction  de  J',  y)S  [form.  (4),  Chap.  II]  et 
les  J  egles  de  m  ultiplication  des  determinants  donneront  de  suite 

V  P 


Or, 


et  comme  ici  0  =  1,  on  met  Fexpression  du  voluuu'  en  coor- 
donnees s^nerales  sous  la  forme 


(10) 


V  =  sj'g 


V 

Ti'      T,2  -r|:'' 

o 


II.  —  EXEMPLES  ET  APPLICATIONS  TIRES 
DE  LA  MfiCANIQUE  CLASSIQUE. 

Nous  trailerons  tons  ces  exemples,  a  moins  d'indications 
contraires,    en    coordonnees    cartesiennes   ( recta fi^'ulaires  ou 


les  X'  representent  les  coordonnees  d'un  point  courant  de  la  courbe,  les 
composantes  de  I'eleinent  seront  les  integrales 

/  X' dx''  —  x'- clx' 
etendues  au  contour  parcouru  dans  le  sens  donne. 
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obUcjiies ) ,  c  csl-a-dii'c  que  iioiis  irciivisageruiis  Ics  subsUlulions 
liiieaires  sur  Ifts  variables  qui  constituent  les  transformations  de 
eoordcmnees  bien  connues.  L'egalite  des  composantes  de  meme 
type  de  deux  tenseurs  attaches  en  des  points  ditlerents  a  alors 
uiie  si<;nilicatioii  independante  du  sjsteine  de  coordonnees  et 
caiaclerise  des  tenseurs  equipollents . 

03.  Exemples  de  tenseurs  du  premier  ordre.  —  Vitesse  et 
acceU'vatioii.  —  Soit  uii  point  M  mobile  par  rapport  a  un  certain 
svsleine  d'axes,  ses  coordonnees  prendront,  si  le  temps  varie  de 
Finstant  t  a  Finstant  ^  +  c?^,  des  accroissements  dont  les  parties 
principales  dx^  representent  par  nature  m^me  les  composantes 
contrevariantes  d'un  \  ecteur  infiniment  petit 

Le  vecteur  (V),  vitesse  du  point  M,  aura  ainsi  des  composantes 
contrevariantes  donnees  par  les  formules 

(,o  «.=  '^  (.). 

De  la  formule  de  transformation  qui  en  decoule  :  =  x].u'\  on 
deduit,  par  derivation,  puisque  ici  les  derivees  partielles  x',.  sont 
des  constantes  (-), 

du^      „  .  dw 
It  ~dt' 

re  (pii  donne  les  composantes  contrevariantes  de  Faccel(^ration 
sous  la  iorme 

dii^  d- 

^'■'>  '''  =  ^  =  -di^- 

( hiniiiiir  de  inouvement.  —  Si  Fon  appelle  m  la  masse  du 
[)()inl  M.  la  (pianlil(''  de  mouvement  de  ce  point  sera  le  vec- 
teur ni{  \  )  avaul  les  (•()nq)()sanles  contrevariantes  niu' . 

(')  Ges  composantes  contrevariantes  coincident  avec  les  composantes  de  la 
vitesse  au  sens  habiiuel  du  mot  en  vertu  des  formules  (6)  de  ce  Ghapitre  et  de 
la  remarque  I'aite  en  note  page  77.  U  n'en  serait  pas  ainsi  si  les  coordonnees 
employees  etaient  curvilignes. 

{■ )  iNaturellement  tout  ceci  suppose  que  les  x' soiii  souinises  a  des  substitutions 
lineaires  ii  coej/icieiits  independanls  du  tenips^  c'csL-a-dirc  que  Ton  passe  d'un 
systeme  d'axes  de  coordonnees  a  un  autre  au  repos  par  rapport  a  lui.  L'etude 
du  cas  oil  il  n'en  serait  pas  ainsi  permettrait  de  retrouver  les  theoremes  de 
composition  des  vitesses  ou  des  accelerations. 
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Si  ciifiu  Oil  ii  |)lusi('iiis  |)(Hiils  inHK^'ricls  foiinant,  iiii  .sysltunc 
dcfonnable  on  li^idc  on  jippellora  quantiU'  dc  inouvemenl  du 
sjsteme  Im  somiiic  ^^coiiicl ricjiic  d(;.s  (juantl t(''.s  de  mouvement  de 
chacuii  des  points;  c'csl,  done  nn  veclciif  /f'hrf\  nvani  pour 
c o  1  n  p o s a n I  e s  c on  I  re n  a  r  i a ii  I  e s 

(13)  G'=^m//,S 

le  signe  ^  desiij;nnnl  iinc  sonniiii lion  ('lendiie  diHereiils  poinis 
maleriels  ( ^ ). 

force.  —  Snpposons  (pTaii  poiiil  M  soil  appliquee  nne  eertaine 
foree  (F  ). 

i"  'Nous  poiirrons  la  regarder  eoimne  jn'odiieLrice  d'aeceli'ia  I  ion 
el  la  delenninei"  an  moyen  de  reqiialion  vecloricdle 

(force)  =  masse  x  (acceleration). 

Consideree  de  ee  poini  de  \iie,  la  loree  apparailr;i  eoiunie  nil 
tensenr  du  premier  ordre  ayani  |)()nr  composantes  conlrevarianles 
les  quantiles 

(14)  X'=m^(L 

2"  Nous  poLivons  au  eonlraire  pailir  de  la  nolion  de  Ira  vail. 
Siq)p()sons  (pie  nous  donnions  sii eeessi\ einent  au  j)oiiiL  M  Irois 
dcpliiecuieuls  \irliiels  ei;au\  ;i  I'uuih'  de  lonu;nenr  positive  paral- 
leleuienl  a  eliaeun  des  axes  de  eoordoiinees  et  soient  Xi,  X._>.  X;j 
les  lr;i\;iu\  ( orrespondants  ell'eclues  par  la  lorre. 

Oans  un  dej)laeeuH'nt  inlinirneni  petit  qu(dconque  du  poinI  M. 
de  composantes  d.r'\  le  lra\;ill  eireclne  par  la  force  aura  pour 
expression 

Or  ce  Iravail  a  nne  sii;iii(ie;i lic^n  |)Jiysi([ne  iiide|)endanle  du 
systeme  de  eoordonnees.  e'esi  done  un  invariant,  el  ccda  qu(d  que 
soil  le  deplaeement  c/./'.  I.es  (pianlites  X,  a|)p;iraissenl  alors 
couime  les  eouq)osiinles  eoAariiinles  de  In  l'or(M'.  eom])osanles  (pii 


Cette  bommation  serait  naturellenient  remplaoee  par  uiie  integration  dans 
le  cas  d'un  systeme  continu. 
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s  iiil  lodulsciil  aiiisi  iial  urcllciucul  si  Ton  pari  dc  l\''(|iial  ion 
travail  =(  force)  X  (deplacemeiil )       ( multiplicalion  scalaire )    ( ' ). 

6i.  Exemples  de  tenseurs  du  deuxieme  ordre.  —  Produit 
vectoriel .  —  Soiciil  deux  Ncclciirs  dc  iiiOnic  ()rii;iiH',  de  compo- 
saiilcs  (M)iil  rcN  ariank'S  ^'  el  r/,  on  en  doduil  par  la  lormiilc 

nil  Iciiscnr  s\nu'lri(pK'  i;ancli('  (pii  s'appellora  k;  pi  orhiit  vectoriel 
(In  prciiiu'r  vccltMir  par  Ic  st'coad  (- ). 

Dans  l'es[)aco  a  Irois  dimensions,  iin  (enseiir  .synielric[iie  ganclie 
(111  deiixi(^'me  ordre  n'a  cpie  irois  com |)Osanles  dislinctes  nonnnlles. 
I*]n  .M(''rani(pie  classicpie.  on  a  |)ris  riiabilvide  de  representer  ce 
prodnil  \ecU)ri(d  |)ar  lln^eelenr.  iiiais  rela  n  a nra il  pas  et(^  possible 
dans  nil  es[)aee  a  nn  nombre  dillerent  de  dimensions,  le  nombre 
de  (M)mposantes  distincles  non  nnlles  d'nn  lensenr  sjmelrique 
i;an(  lie  lie  coVneidanI  plus  avee  le  nombre  des  composantes  d'un 
\ectenr  (•'). 

En  etndiani  (1*1111  pen  pins  pres  celle  assiniilalion,  nous  allons 
moiilrer  (pi  elle  n'esl  iiuMne  possible  (pfen  coordonnees  carte- 
sieiines  recUuiguld  ires.  Snpposons  que  iions  n'utilisions  en 
eflel  que  des  axes  }-eei(ui  l:  ii hn'res  de  ineine  sens.  Si  Ton  appelle  C 
les  composantes  com  i cn  a  rianles  d'nn  vectenr  arbilraire,  le 
(h'lcrm  iiiani 

tl       P2  S:; 
V 


Naturelleinenl ,  les  vecteurs  vitesse,  acceleral ion,  quantite  de  mouvement 
out  aussi  des  composantes  covariantes,  mais  leur  signification  pliysique  ne 
s'impose  pas  immediatement  comme  c'est  le  cas  pour  la  force. 

('-)  \ous  avons  donne.  au  n"  Gl  une  interpretation  des  tenseurs  de  cette  nature 
a  I'aide  de  la  notion  d'element  lin(^aire  a  deux  dimensions. 

C'est  dejk  par  suite  de  cette  particularity  que  le  moment  d'un  vecteur  par 
rapport  a  un  point  ( qui  est  un  cas  particulier  de  produit  vectoriel)  est  reprcsente 
par  un  vecteur  dans  la  m(icanique  de  I'espace  el  seulement  par  un  nombre  alge- 
hrique  dans  la  m(icanique  du  plan. 

On  trouve  encore  une  consc^quence  de  cette  diderence  de  nature  dans  la  dis- 
tinction qu'on  est  conduit  h  introduire  en  Physique  cntre  vecteurs  polaires  et 
vc^tenrs  axiriux,  ces  derniers  (itant  cn  rcalite  des  tenseurs  du  second  ordre 
syiiM'triqucs  gaudies  {voir  t.  I,  p. 
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reprc'senlc  le  voliiinc  dii  j);ir}iil(3l('|)i|)(VJ(*  constniit  sur  Jcs  1  rois  \ec- 
lenrs  (;),  (t;),  (^),  et  est  par  siiilc  invarianr  |)ar  rnpport n  lonl  clian- 
^('incnl  (Ic  coordoniK'Cs  rcclan iiul(iir<'s.  Oi-  cc  dc'tci  iiiiiiaiil  s  (■(  ril 

el  (rapirs  Ic  (•iilctiiiiii  (h'cclaiil  Ic  ("araclL'ic  Iciisoricl  (Cliaj).  If. 

35).  iKMis  |)()Mvoiis  I'cgarder  les  trois  quaiitites  <t-"*,  o-"'^,  7'- 
commc  los  Irois  composanlcs  rovariantos  d'nn  Icnsciir  dii  premier 
ordro  el  poser 

Ell  Meeaiii(pie  classjcpie.  oji  ise  1(!  sigiie  par  iiiie  e()n\ cnlicjii 
d'orieulal ion  eonv(;nable  el  le  ])roduit  vecloriel  s(;  troii\e  aiusi 
coiiiplelenieiil  assiinile  a  1111  ^eclellr. 

Cas  /jm  /ici/licrs  <hi  piodail  vecloriel.  —  Imi  forinaul  le  j)ro- 
duit  vecloriel  dii  vecleur  (OM)  par  le  vecleur  ecpiipollenl  a  la 
qiianlile  de  moiiveinent  du  point  M  iiiene  par  rorigine,  on  oblient 
le  tenseiir  moment  citietique  du  point  M  par  rapport  a  O,  ayaiit 
comme  composantes  eonlrevai  iantes 

( 1 5  )  ni  ( X'  uJ'  —  x'^  II'). 

En  addilionnani  les  lenseius  analogues  relalils  a  pliisicii rs 
poiiils  on  aura  le  inonieni  cinclKpie  dii  syslenie  forme  J)ar  ces 
[)()mls. 

Par  iin  [)rocede  totil  a  lail  scm  hlable,  le  produil  \eelori(d 
s'introdnira  encoj'e  comme  moment  <V une  force  (ou  d  un  sys- 
tetne  de  forces)  ])ar  rapporl  a  rt)rii;ine  avec  les  composantes 
conljcN  ai  iantes 

(l())  \J'<=X>\''—.v''-Xi. 

Equations  de  la  dyna miquc  du  corj)s  solide.  —  A\ec  ces 
notations,  les  six  eqnations  de  la  djnamique  du  solide  indel'or- 
mal>le  s'l'eriNcnl  sons  la  forme 
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\'  ri'presenlaiU  l;i  soninic  j4('H)iiic3lrl(|u('  dcs  loiccs  cxlOrioures 
;i[)|)li(ju(^os  ;m  corps  (M        leiir  moineni  lU'sullanl  a  Torigine. 

l\ot(((i()n  iiistdiildncc  dun  corps  solide  autour  d'uii  point 
fue.  —  Nous  ii'oiiverons  dans.celte  queslion,  que  nous  Iraiteroiis 
coniiiu'  l(\s  |)r('C(''denles  on  axes  cartesiens  qiielconqiies  (ajant  leur 
orii;iiie  au  poini  (ixe),  iiii  an  Ire  exemple  interessanl  de  tenseur 
s vimUriqiie  i;aiic]ie  dii  (k'tiMeinc  ordre. 

Si  nous  laisons  subir  au  corps  solide  une  rotation  infiniment 
pel  ill*  aulour  dii  point  lixe,  un  quelconque  de  ses  points  M,  de 
coordonnees  x',  vient  en  une  position  voisine  M',  de  coordonnees 
.r'  -h  Si  Ton  connaissait  les  elements  de  la  rotation,  le  probleme 
se  rami^nerail  a  iin  changement  d'axes  et  les  coordonnees  de  M' 
s'exprimeraieni  evidemment  par  des  I'onctions  lineaires  et  homo- 
gc^nes  de  cclles  de  M.  II  en  est  alors  de  m^me  des  accroissements  hx^ 
(pii  peuveni  s'ecrire 

(i8)  ox^^i'j,x''. 

0\\  en  coordonnees  cartesiennes,  les  coordonnees^'  du  point  M 
represenlent  les  coniposantes  contrevariantes  du  vecteur  (OM)  et 
il  ressort  de  Fequation  ci-dessus  que  les  coefficients  s'^.  sont  les 
coniposantes  inixtes  d'un  Iciiseur  du  deuxieme  ordre,  coniposa^ntes 
(pii  sont  nat iirelleinent  infiniment  petites. 

Mais  les  quantites  s',.  ne  sont  pas  quelconques,  car  la  transfor- 
mation passant  de  M  a  M'  n'est  pas  la  transformation  lineaire 
liomogene  la  plus  g^nerale.  II  faut  tenir  compte  du  fait  que 
OM    -  OM',  ce  qui  se  traduit  par  Tecj nation 

r){gikX'X^)  =  O, 

ou  encore,  les  gn;  elant  des  constantes, 

gik  X'  ox''  -i-  gik  x'^  ox'  —  o. 

11  esl  cNidenl  (pie  les  lermes  du  second  gronpe  repetent  ceux  du 
preniiei'.  el  celle  eondiliou  peni  s'ecrire 

ga-x^^x''  =  (), 

on  eiicoi'e.  d'ajji-es  (  i  (S  ). 

,:L;i/cE^yi''x-'  =  (), 
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Oil  Cllfill 

ZlsX^  X'  =  O. 

Cyclic  lormc  lii  1 1(|  iic  doil  rlrc  iiulle  qii(  1  ((iic  .^oil  Ic  poinf  M. 

c'esl-n-diic  (|ii('lle.s  ({iic  soiciil  les  vak'urs  dc  ^' ;  cclii  eiilritiiir 
cvidciniuciil  hi  coiidlhoii 

c'esl-a-dire  (jnc  Ic  Icnsciii"  iiifiiiiiiiciil  pelil  doil  rlic  SYm(^'trjf|ii(' 
gauclie. 

Inversoinciil ,  on  vi'iific  dc  suite  que  si  celle  condiliou  dc 
sjmetrie  i^aiiche  est  remplie,  iion  seulement  la  distance  dii  j)oinl  M 
a  I'origine,  iiiiiis  cMcore  l;i  disijince  de  deux  points  quelconques  dii 
corps  reste  in\a]  ial)le  pendaul  la  transformation,  c'esl-a-dire  que 
le  teiiseur  £/,v  caracterise  sans  aucune  ambiguite  la  rotation  infini- 
nient  pelile. 

En  divisani  les  composjin les  de  ce  tenseur  j)ar  In  durc'e  0/  de  la 
rotation  et  en  passant  a  Li  limile.  on  deiinira  le  Icnscur  rotation 
instiuUd lice  du  solide  a  rinslii nl  t  par  ses  coniposantes  covarinntcN 

o)  is  =  1  i  m  ( (0  is  =  —  CO  J,  / ) . 

01=0 

La  vitesse  du  point  M  aura  alors  pour  couqiosantes  contreva- 
riantes 

ox' 

(19)  n'=  hrn  ~-  =  to'^.^/', 
et  pour  composantes  covarianles 

(19')  Ui=0)ikX^ 

(formules  fondanientales  de  la  ciiK^raaticpue  du  corps  solide"). 

En  Mecani(pie  classique,  on  se  sert  d'axes  rectangulaires  et  Ton 
assimile,  coniuie  nous  Tavons  dit  plus  haul,  le  tenseur  sjmetricpu' 
gaiiclie  a  un  vecteur  en  posant 

/   (.):,,2  =  —  OJ2:;  =  />, 

(20)  j  a),ri  =  —  W:5,  = 


Les  formules  (  19')  preniient  alors  la  forme  classique  (  en  ecrivant 
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y\  z  a  la  place  dt*      ,  x-,  x'-^ ) 


III 

=  qz 

—  ry, 

111 

=^  r  X 

—  pz, 

If-.] 

=  py 

-qx  (1). 

()5.  Exemple  de  tenseur;symetrique  du  second  ordre.  — -  ^foments 
d' i/iertie.  —  Etaiil  donne  im  point  materiel  M,  de  masse  nous 
appellerons  incrli'e  de  rotation  autour  de  Vorigine  le  tenseur 
symelrique  doni  les  composanles  contrevariantes  sont 

mx'x'^. 

Pour  nil  svsleme  de  points,  ce  meme  tenseur  aura  pour  compo- 
sanles conlrevariantes 

\^''  =  ^mx^  x'^. 

()6.  Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 
Equations  d'Euler.  —  l^'ctude  du  probleme  classique  du  mouve- 
iiiciil  d  tni  corps  solide  pivotant  autour  d'un  point  fixe  va  nous 
lournir  iiue  excellenle  application  des  mt^thodes  gen(^rales  du 
calcul  lensoriel. 

Nous  rapporlerons  Tespace  a  un  sjst^me  d'axes  fixes  rectilignes 
(pielconques  ayant  leur  origine  au  point  fixe  et  nous  designerons 
par  X'  les  coordonnees  correspondanles. 

Les  equations  du  mouvement  s'6crivent  immediatement  dans  ce 
systeme  sous  la  forme 

dhik  Y 

avec 


('j  l.es  forniules  (19')  sont  valables  en  coordonnees  cartesiennes  obliques, 
flans  un  espace  a  un  nombre  quelconque  de  dimensions.  II  est  alors  ^  remarquer 
(|ue  I'existence  d'un  axe  instantane  de  rotation  (lieu  des  points  du  solide  dont 
la  Vitesse  est  nulla  a  I'instant  I)  est  liee  k  la  resolubilitd  du  systenne  d'equa- 
tions  linraires  lionnogenes 

i<\i_x'-  =  0. 

Pour  n  —  3,  Ic  determinant  du  systeme  est  nul  et  il  y  a  des  points  a  vitesse 
nulle.  en  dehors  de  Torif^ine.  II  n'en  serait  plus  de  mcme  en  general  (pour  a  — 
par  exemple ). 
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Mais,  (J'aulre  part,  le  corj)s  solide  pivotant  aulour  tin  point  fixe  O 
sera  anirne  a  chaque  instant  d'une  rotation  instantan^'e,  caract^ris^e 
par  Ic  tenscur  svinotriqiu;  j^auclie  o)//.  fond  ion  dii  Iciiips  ct  Ton 
a  u  rfi 

III  z=  oSirX''. 

1. 'expression  de      deviendra  alors 
on  (Micore 

Mais  les  coiuposantes  mixtes  du  tenseiir  d  inertie  sont  des 
fonctions  inconnues  dii  temps,  puisque  le  solide  se  deplace  par 
rapport  aux  axes  fixes.  Pour  eviter  les  difficult^s  qui  en  r^sultent. 
nous  introduirons  de  nouveaux  axes  de  coordonnees  lirs  au  corps, 
nous  represeuterous  par  les  coordonnees  correspondantes  et 
nous  f i-ansci-irons  les  equations  du  uiouvenient  dans  ce  nouveau 
systenie. 

II  se  presente  ici  une  dilficulte  interessante.  Les  equations  du 
mouvement  n'ont  en  efibt  la  forme  tensorielle  que  pour  des  chan- 
gements  de  variables  lineaires  a  coefficients  inclependants  du 
temps]  en  efTet,  I'equation 

montre  de  suite  que  ne  se  transforme  comme  uu  sjstenie 

covariant  que  dans  les  conditions  que  nous  venons  de  mentionner. 
Or  ici  precisement  nous  voulons  passer  d'un  syst^me  fixe  a  un 
sjst^me  mobile,  c'est-a-dire  envisager  des  substitutions  a  coeffi- 
cients fonctions  du  temps. 

Mais  cette  difficulty  ne  se  serait  pas  presentee  ponr  un  in\  ariant, 
car  alors,  dans  le  passage  d'un  sjst6me  de  cooi-donnees  a  un 
autre,  il  ne  s'introduit  aucun  facteur  .r ■ .  Cette  remarque  nous 
indique  la  marclie  a  suivre.  Nous  ferons  clioix  de  deux  vecteurs 
arhitr aires,  lies  aux  axes  Jixes,  de  composantes  contrevariantes 
i'  et  r/  et  les  equations  du  momenieni  se  rondenseront  dans  la 
sui^  ante 


qui  devra  etre  verifiee  quels  que  soient  les  vecteurs  P  et  r/. 
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Or  cclli;  equation  s'ecrit  aiissi  bien,  puisque  les  vecteurs  arJji- 
Irairt's  soiit  fixes, 

el,  en  verlu  de  la  remarqiio  Caile  plus  Uaut,  elle  se  transpose 
iminedialement  dans  le  sjstenie  mol)ile  sous  la  forme 

Nalurellenicnl ,  les  coinposantes  et  rj'  par  rapport  aux  axes 
mobiles  sonl  des  lonrlions  du  temps  et,  en  d^veloppant,  nous 
aurons 


Or,  par  exemple,  repr^sente  la  vitesse  de  Fextremite  du 

vecteur  lie  aux  axes  fixes;  le  mouvement  de  ces  derniers  par 
rapporl  aux  axes  mobiles  est  caracterise  a  chaque  instant  par  le 
lenseur  rotation  instantanee  —  w//,  et  Ton  a  done,  d'apr^s  la 
Ibrmule  ( 19)  du  n"  64, 

dt  ~ 

et  de  me  me 

dr^ 
dt 


L  equiilion  (hi  mouvement  devient  alors 
cncoic.  en  eliani^eanl  le  nom  de  quelques  indices  muets. 


('('lie  (''(pi;i  I  ion  iniKpic  esl  nlors  ('(pi  i\ alenle  an  svsttime  d'equa- 
tions 
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II  suii\l  (J(*  (Jonnor  aii\  iiKiiccs  /  el  k  (Jos  valeiirs  difr^renles  en 
se  lirnifanl  A  «  <  /r,  car  lo  premier  mernhre  ne  fait  que  clian^er  de 
si^ne  si  Ton  y  perniiile  /  el  A  .  On  <>l)lieiil  iiiiisi  Ics  trois  I  ion^ 
(111  inoiiveinenl  (In  corps  solide. 

On  pent  Iransffjrnier  un  pen  ces  ('iqiiah'ous  en  y  rempliK-anl 
}.,/,  par  valeur  explicite 

Ici  les  composanles  du  lenseiir  d'inerlie  sonl  (Jes  constanles  el 
I'on  oblieni 

If  ^  -  ^  -       -  -'^'S 1  "'a-  -       -  -.^'li  ] = 

Or  les  deux  lermes 

-h  MirtM^j.  la      et      —  OJ^,  W^.I^j 

s'^crivenl  encore 

+  to/,.(Oa/tI''*    et    —  0JA-,-(03|I'?, 

et  par  suile  se  d(3truisent  en  vertu  des  propri(^k's  de  syn^'lrie 
droite  ou  gauche  des  deux  tenseurs  co,/.  et 
Nous  poserons  encore 

Wrk  =  ui(xr^^\  =       <-''>o(.r(^hk       ( '"'/A  cst  un  tenscuf  symetrique), 
et  nos  (Equations  prendront  la  forme 

On  a  ainsi  un  systi^me  de  trois  (3(piations  dift(i]Tnl lelles  du  jjre- 
mier  ordre  qui  permettront  de  calculer  en  fond  ion  du  temps  el 
des  donn(3es  initiales  les  trois  composantes  distinctes  non  nulles 
du  lenseur  rotation  instantan(3e.  Les  d(^rivees  des  fonctions 
inconnues  y  entrent  de  facon  lineaire  et  les  fonctions  elles-m^nies 
sous  forme  quadratique  (p^n'  le  tenseur  iv ,■/;)- 

A  litre  d'exercice,  transcrivons-les  en  a.res  rectan^ulairrs . 
nous  allons  retrouver  les  classiques  (jcpiations  d  Euler.  \ous  clioi- 
sirons  comme  axes  \ws  au  corps  les  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  au  point  O. 
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On  aura  alors 

I  o    si  /  7^  A", 


I  |^m(:rO-    si  ?■=  k. 


iNoiis  poserons  d  apres  les  notalioiis  usiielles 

A  =  Ii+Ii, 
B  =  I[!h-I}, 

c  =  \\-^n\ 


(1  aiilro  pari,  nous  avons 


W32  =  —  W23  =  />, 

el.  d  aprcs  les  forniules  usiielles  des  moments, 

L  2  3  =  —  L  3  2  =  L , 
L5i  =  — Li3=  M, 
Li2  =  —  L2i=  N. 

Prenons  par  exemple  I'equation  correspondant  k  i  k  =  i. 
elle  s  ecrira 

-.si-.l|-.(n-.l)«'.  =  -L. 


11  resle  a  calculer  (V  j.j ;  or  on  a 

t*':)^  =  g^^  Was       =  2  Wa2, 
a 

la  seule  \aleur  dc  a  donnant  des  termes  non  nuls  est  evidemment 
y.  =  1  ct  par  suile 

=  0)13  tOi2  =   


D'ou  cnfin  l  equalion 


A^-^(G-B)^r  =  L, 


pii  chl  hicn  conlorjuc  au  resullat  que  nous  avions  fail  prevoir. 


07.  Deformation  d'un  milieu  continu.  —  Nous  allons  reprendre 
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rapideiiH'iil  ii\ cc  Irs  iiolntioiis  tcnsoriollcs  crllc  qiioslioii  deju 
trailee  dans  mi  loiiie  precedent  (t.  IJ[,  Chaj).  XXXHj. 

SoienI  X'  les  coordonnees  cart^siennes  vectangulaLras  pin- 
rapporl  a  des  axes  fixes  d'uii  point  P  qiiolconque  du  milieu  a  ret;il 
inilial;  siipposons  que  le  milieu  se  deforme  d'une  faeon  continue. 
a[)res  la  deformation  le  point  V  ()(  ciq)era  une  nouvelle  position  P, 
de  coordonnees  +  '^^'^  composantes  ^'  du  deplacement  (PPi) 
sont  en  g^ne^ral  des  fonclions  des  'x'  que  nous  su|)poserons 
continues  et  derivables. 

Nous  allons  maintemuil  etudier  comment  la  deformation  modilie 
une  portion  tres  petite  du  milieu  enlourant  le  point  P.  Considerons 
done  un  point  I*'  de  Fetat  initial  tres  voisin  de  P  et  de  coordonnees 
^'4-  dx^  \  apres  la  defoi'mation,  ce  j)oint  viendra  en  une  position  V\ 
dont  les  coordonnees  ])ourront  s'ecrire 

ax'' 

en  developpant  par  la  formule  de  Taylor  les  fonctions  \'  an  point  P' 
et  en  se  bornant  aux  deux  premiers  termes. 

Le  deplacement  (P'P'j)  pent  alors  se  decom[)oser  en  deux 
autres  : 

Une  translation  de  com|)osantes  aftcclaul  de  la  meme 
facon  tout  Tentourage  immediat  du  ])oint  P.  comme  s'il  s'agissait 
d'un  corps  solide ; 

2°  Un  deplacement  supplementaire  de  composantes 

(.3)  l'=|i'^'- 

•  Pour  eludier  les  modifications  que  cette  derniere  deformation 
fait  subir  au  milieu,  cherclions  comment  se  modifie  la  distance  PP'. 
Nous  poserons 

ds  =  V?\  dSy=V,V\, 

nous  aurons  par  suite 

( ds  y^=^{dx^y-^{  dx"'  y  +  ( dx^  y-, 
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\()u>  feroiis  (Ic  plus  V liy j)i)i}i('si',  supplemeiitaire  que  la  defor- 
DKtdon  est,  injiniment  petite,  c  est-a-dire  de  faroji  precise  que 
les  fonctions  ^'  ai/isi  que  leurs  derivees  pdi  tielles  pveniiiires 
sont  (les  quantites  ti  es  petites  dimt  on  peut  neiiliger  les  carves 
et  les  prod u its. 

Nous  [)ouir{)iis  alors  ('criic,  par  souslraclioii  dcs  deux  ei;aliles 
prt'C(?dentes, 

( ds  I  )-  —  (  ds  y  =  2  R  rs  (Ix'-  dxJ, 

2  L  ox'       dx>-  \    ^  ' 

l>es  quantites  R,..y  se  coQipoitenl  comme  les  composantes  cova- 
riantes  d'un  tenseur  du  second  ordre  symetrique,  relativement  a 
lout(^  substitution  lineaire  sur  les  variables. 

Posons  de  ineme 

ces  (juantites  se  comporteront  dans  les  memes  conditions  comme 
les  composantes  covariantes  d  un  tenseur  du  second  ordre  syme- 
trique  gauche  et  le  deplacement  U,-  pourra  s'ecrire  sous  la 
lor  me 

^irdx^'  -\-  Sirdx''; 
el  par  suite  se  decomposer  encore  en  deux  parties 
(27}  \i=Rirdx',  ■  ■ 

(28)  Wi=  Sirdx'-. 

I.e  deplacement  \\  ,  correspond,  comme  nous  Tavons  vu  plus 
haul,  au  n"64,  a  une  rotation  infinimenl  petite  affectant  I'ensemble 
(hi  xoisina^c  (hi  poiut  I*  a  la  facon  d'un  corps  solide. 

\\)[iv  ehidier  la  delorma  I  ion  caraclerisee  par  le  deplacement  V< 


(')  La  place  des  indices  est  sans  importance,  puisque  nous  sommes  en  coor- 
(lonnees  carlesiennes  rectangulaires;  nous  en  profitons  pour  la  determiner  de 
telle  sorte  que  ['equation  (2^)  presente  le  caract^re  tensoriel  formcl  d'un 
invariant. 


en  posant 

(25) 
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MOMS  i('m;i rcjiicioiis  (jiH:  In  lorrric  (juiid im 

<ix'  dx'' 

|)(Mil,  au  luoycn  (I'iiik;  siihsl  ihil  ion  orl  lioj^oiuile  siii;  Ics  Naricibles, 
L'Ire  debarrasseo  d(i  ses  Icrines  rectangles;  c'est-a-dire  que  nous 
c()nsid(5rons  un  nouveau  systeme  cartesien  rectan^ulaire  Ic'  dans 
le(|uel  on  aura  R/,.  =  o  si  i^r^  et  le  deplacement  V,  aura  alors 
dans  ce  systeiue  les  Irois  romposanles 

(29)  ]   V2=  K22^^^^ 

Si  nous  Iransporlons  Torigine  de  ce  dernier  systeme  d  axes  au 
point  P,  les  diff(^rentielles  dx^  deviendront  les  coordonn^es  du 
point  P'  el  nous  voyons  que  la  deformation  V,  se  compose  de  trois 
dilatfif ions  oil hoL^onales  dans  la  direction  des  uouveaux  axes. 
On  ap[)elle  11  ue  telle  deforuuition  une  d/'foinLation  pure  et  le 
triedre  trirectangle  que  nous  venons  d'attachcr  au  point  P  est  le 
triedre principal  de  la  deformation  en  P.  En  particulier,  si  Ton 
applique  la  deformation  pure  a  une  sphere  tr^s  petite  de  centre  P, 
de  rayon  /  et  de  volume  e,  elle  se  transfornie  en  un  petit  ellipsoide 
dont  les  demi-axes  onl  j)()ur  longueurs 

(1-4- 1,1)/,    (i-f-K-22)/,  (i-^anj/. 

Cette  quadrirpie  caraclerise  la  deformation  pure.  Son  volume  Vs_ 
est  en  general  (iiU'ertMii  de  v  et  le  coefficient  de  dilatation  en  P 
aura  pour  valeur 

0  =  --LZL^^  ^  (  I  _^  K,  ^)  (  I  ^  R,^)  (  I  -h  R:5:5  )  —  I, 

on  encore,  en  s'en  tenant  a  Tapproximalion  exigc^e  jusqu'a  present, 

e  =  R^.H- K,,-t- 1,3. 


Dans  le  systeme  des  coordonnees  primitives.  rin\ ai  iant  0  aura 
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pour  Niilcur 

e  =  R,i-i-  R,.,-h  Klin  (>j, 

oil  ('11  core 


(3<>') 


^  ^ 
<)x^       Ox-  d.r''' 


Kii  a[)|)C'linil  p  el  pi  Ics  \al('iirs  de  la  densilc  an  poinl  P  avant  et 
apr(\s  la  clelorjiial iou,  la  coudilioTi  d'(''<;alile  des  masses  de  la  sphere 
el  de  rellipsoide  (equation  de  coni iiniile  )  s'('<  rira 


(3i) 


dx^       dx-  dx'-' 


Kii  resmue,  la  deformaLion  infinimenl  petite  la  plus  g^nerale 
tail  suhir  a  uue  porlion  de  iiialiere  du  voisinage  ininiediat  de  P  : 


i"  Liie  li  anslalion  d' ejisemble  cdr'acl^ris^e  par  le  vecteur  1^  ] 
I  ne  rotation  (V ensemble  caracterisee  par  le  tenseur  syme- 
ttiiinc  gdurhe  S/,. ; 

o"  L  ne  drfoi  niat ion  pure  caraclerisee  par  le  tenseur  synie- 
lri(ju('  V\,r- 

i<n- mules  de  la  deformation  injiniment petite  en  coordonnees 
curvilignes  genrrales.  —  II  nous  est  possible  ici  d'ecrire  les  for- 
uiules  de  la  deforinalioii  en  rapportant  le  milieu  a  un  sjst^me  fixe 
de  coordonnees  x'  curvilignes  quelconques.  11  nous  suffira  pour 
ccia  de  leur  donner  un  caractere  tensoriel  general  et  cela  en  pla- 
canl  coin  enablement  les  indices  (  ce  qui  a  deja  et6  fait  )  et  en  rem- 


(  ' )  On  sail  en  effet,  d'apres  I'etude  elementaire  de  la  reduction  des  quadriques 
en  axes  rectaagulaires,  que  la  somme  des  coefficients  des  termes  carres  est  un  inva- 
riant. Cette  propriete  est  du  reste  evidente  avec  nos  methodes,  car  I'invariant  0 
peut  s'ccrire  sous  forme  tensorielle 

il  deviendra  dans  le  premier  systeme 

et  comme  celui-<  i  est  egalement  rectangulaire,  cette  derniere  expression  se  reduit 
aussi  a 

0  =  R.,-f-  R,,-^  R,,. 
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placanl  Ic  .sjinl)()l('  clc  (l(';rivnh(m  |)arli(;ll('  par  cclui  do  la  (ieri- 
vah(»n  rovarianle. 

( )ii  ()l)l  icndi  a  aiiisi  Ic  t;iT)ii|)('  (Jcvs  forimilcs  ci-flossous  : 

IL' =  ( X-V )  da:'  =  V'      \V ' , 
(ds\)-—  ( dsy-  =  2  Wrsdx'  dx^ 
S,.,=  I[A4r-A,.^.l=i[^ 

V,  =  Hi,.dx'\ 
W/  =  Sirdx'', 
0  =  ^-R,,=  A,-i'-, 


()8.  Efforts  a  Tinterieur  d'un  milieu  continu  (voii^  1.  Ill, 
Chap.  XXX ).  —  Tracons  daus  le  milieu  continu  une  surface  fermee 
quelconque  S,  isolant  une  certaine  portion  de  mati^re  de  volume  \ . 
Le  milieu  total  se  trouve  ainsi  parta<^e  en  une  parlie  (I)  interieure 
a  la  surface  et  en  une  partie  (II)  exterieure. 

Siir  cliacun  des  elements  de  volume  dz  de  (I )  agissent  des  forces 
exterieures,  proportionnelles  a  la  masse  de  Telement,  que  nous 
representons  par  [F)pdz,  p  designant  la  masse  specifique  de 
r^lement  dr. 

Su|)posons  maintenant  que  nous  supprimions  la  portion  de 
iiialiere  occupant  la  region  (H);  I'equilibre  se  trouve  en  general 
rompu,  nous  admettrons  que,  pour  le  retablir,  il  suffise  d'appliquer 
sur  chaqueelement  dela  surface  S  une  force  convenablement  choisie 
[)roportionnelle  a  Taire  da  de  cet  element  et  destint^e  a  remplacer 
Taction  du  milieu  supprim^.  Nous  appellerons  cette  force  V effort 
elementaire  exerrant  sur  V element  siLperJiciel  qX  nous  la  reprr- 
senterons  par  la  notation  (T)  do. 

De  facon  plus  precise,  nous  appellerons  normale  positive  a 
r^lement  da  celle  des  deux  demi-droites  port^es  par  la  normale  qui 
est  dirigee  vers  la  region  (I);  I'element  da  aura  ainsi  une  face 
positive  et  une  face  negative,  la  face  positive  etant  du  cote  de  la 
normale  |)ositive.  Le  vecteur  (T)  da  sera  dit  V effort  elementaire 
exerrant  sur  la  face  negatwe  de  V element  da. 
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En  modifiaiit  la  surface  S,  nous  pourrons  ainsi  deiinir  un  si'Cleur 
cfTort  on  ton  I  point  du  milieu  et  pour  toute  orientation  de 
relement  (  ^). 

Ceci  pose,  rapportons  le  milieu  a  un  sjst^me  de  coordonnees 
cartesiennes  rectcm^ ulaires  x'-  et  considerons  un  de  ses  points  P. 
En  P  placons  successiveinent  un  olemenL  de  surface  d(j  de  telle 
sorte  que  sa  normale  positive  soit  orientee  suivant  les  axes  de 
coordonnees,  nous  appcllerons 

(T^.l)^/a,    {Jy:^)dn,  (T.,.3)^/cr 

les  eflorts  sur  la  face  negative  correspondant  a  ces  trois  positions, 
Les  vecteurs  (Tri)  auront  alors  des  composantes  que  nous 
representerons  par  le  tableau  suivant  : 

I  (T,i-t)  :    Tti,    T12,  Ti3, 
(33)  (T,0:    To,,    Too,  To,, 

(  (T^3):    T:n,    T.o,  T:>3. 

II  est  facile,  a  I'aide  de  ce  tableau,  d'evaluer  les  composantes  de 
reflfort  sur  la  face  negative  de  I'element  da  orient(3  de  facon 
([uelconque;  il  suffit  pour  cela  d'ecrire  les  conditions  d'equilibre 
d'un  petit  telraedre  ajant  une  face  portee  par  Telement  etles  trois 
autres  paralleles  aux  plans  de  coordonnees.  On  trouve  de  suite 
(^voir  Chap.  XXX,  n"  614)  pour  les  composantes  de  cet  effort  les 
^  aleurs 

oL^,  a^,  d(3signant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  positive  a 
Telement  considere. 

Montrons  maintenant  que  les  neuf  quantites  T,/-  sont  les  compo- 
santes (I'un  tenseur  du  second  ordre. 

Pour  cela,  considerons  au  point P  deux  vecteurs  arbitrairesj'  etr? , 
de  l()ni;ueurs  /  et  et  considerons  un  element  de  surface  r/o-ajant 
|)()ur  noiuialc  positive  la  diieclion  (]u  vecteur      Les  composantes 

( ')  II  peut  se  faire  que  la  region  (I)  soit  en  contact  partiel  ou  total  avec  d'autres 
corps  que  le  milieu  occupant  la  region  (II);  la  definition  donnee  pour  Teffort 
superficiel  subsiste  encore,  mais  alors  les  forces  correspondantes  sont  ii  classer 
dans  la  categoric  des  forces  exterieures. 

AJ'PELI,.  —  V.  7 
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(le  redoi  i  s'cxercant  sur  la  face  negative  de  cet  element  sunt  alors 


1  le  prod II it  int(''rieiir 


representera  la  projection  de  cet.  efl'orL  siir  la  direction  du  vecteur  r/. 
('.elle  projection  ajant  iinc  signilical ion  [)livsi([iie  ind(''peiidante 
de  tout  SYst^me  de  coordonnees,  il  s'ensuit  que  Texpression  £/y}'' T,/- 
est  un  invariant  et  que  les  quantit(3s  T//,-  sont  bien  les  composantes 
d  un  tenseur  du  second  ordre. 

69.  Equations  de  I'equilibre  elastique.  —  i\ous  ohtiendrons  le> 
condil  ions  necessa  tres  et  siilfi. sanies  (requilibre  du  milieu  en  ('crivanl 
([ue  les  six  conditions  d'(''([uilil)re  de  la  portion  (I),  regardee  comme 
solidifice.  soni  satisfaites  et  cela  quelle  que  soit  la  surface  S  qui 
a  seiK-i  ((  I'  ISO  I  e  J- . 

Nous  repr^senterons  alors  par  pX/.  r/r  les  composantes  des  forces 
de  volume  (F)  p  r/r,  et  ces  conditions  d'equilibre  s'ecrironl 

En  transformant  les  premit;res  par  la  formule  de  Green,  on  pent 
encore  les  ecrire 


Ox' 


di  =  o, 


et  comme  elles  doivent  etre  verifi^es  quel  que  soit  le  volume  V,  on 
devra  avoir 

(la  place  de  I'indice  i  est  sans  importance). 

En  transformant  de  meme  les  deuxi^mes  conditions  d'equilibre 
(equations  des  moments  cinetiques),  on  en  deduit  sans  peine  que 
le  lenseur  T,/.  doit  etre  symetrique. 

INous  vojons  done  en  definitive  ([ue  les  efforts,  qui  primitivement 
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inlor\ onaieiil  coiiiiiu'  dos  lorces  tic  surlacos,  sonl  equivalenls  a  des 

</f'. 

foiTOs  jxtr  unitr  de  volume  do  composanlcs  -j^' 

En  ic'simK',  les  (Equations  de  Foqiiilibre  elastique  prennenl  la 
forme  simple  ci-dessous  : 

<)% 

Nous  lie  poiirsuivrons  pas  plus  loin  cette  etude ;  pour  la  continuer 
et  determiner  les  six  composantes  du  tenseur  sjun^trique  T//^-,  il 
landrail  iaire  appel  a  des  conditions  provenant  d'hypoth^ses 
physiques  (fluides  parfaits,  incompressibles,  etc.),  on  bien 
ap])rolondir  la  facon  dont  les  efforts  sont  lies  a  la  deformation  du 
milieu . 

Equations  de  V equilihre  elastique  en  coordonnees  generales. 
—  Par  Tapplication  du  proced^  qui  nous  a  d6ja  servi  pour  I'etude 
de  la  deformation,  nous  obtiendrons  pour  exprimer  I'equilibre  du 
milieu  dans  un  syst^me  de  coordonnees  curvilignes  quelconques 
les  equations 

(35)  ,   7?,  =  -A,Ti:, 


('j  En  ajoutant  les  forces  d'inertie  on  trouverait  de  menie  les-  equations  du 
niouvenient  du  milieu. 


CIIAPITliE  IV. 

ESPACES  EUCLIDIENS  A  «  DIMENSIONS. 


70.  Introduction.  —  iNuiis  nous  proposoiis,  dans  co  Chapitrc  el 
Ic  suivanl.  dc  laii  c  I'cludc  dos  espaces  a  «  dimensions,  c'est-a-dire 
des  uiiill  ipliciirs  auxquelies  on  a  adjoint  uno  forme  quadratique 
fondauKMilale  i,'//,  ^/./ W/./^  (l(''rniissant  la  distance  entre  deux  points 
voisius  (  '  ).  S\ sh'iiiiili<pi("iii('iil  nous  introduirons  le  langage  geo- 
melrj(pie  en  prenant  pour  guide  le  cas  familier  de  la  geom^trie 
euclidienne  a  li'ois  diuieusious 

C.etfe  gcnci  alisa  I  ion  ue  reste  |)as  dans  le  cadre  de  la  pure 
speciihilion  uiatliciiialicpic,  elle  est  susceptible  d'applications 
direcfes ;  c'estainsi  que  I'etude  du  mouvement  d'un  sjst^me  materiel 
\\  p  parametres  peul  se  ramenei-  ulileiueni  a  celle  d'un  espace  a  p 
diuu'nsions.  La  llicoi  ic  cln('li(pi('  des  gaz  conduit  m6me  a  Ti'tude 
de  mulli])liciles  a  un  tres  grand  nombre  de  dimensions,  aux  pro- 
pri(''U''s  bizai  res  (  -  ).  Enfin  les  llicoi  ies  de  la  relativity  ont  donne 
recemment  une  signi^ication  phvsicpie  precise  an  cas  n  =  4- 

Nous  commencerons  par  une  elude  des  espaces  euclidiens,  dont 
nous  indiquerons  sommairement  les  propri^tes  essentielles,  car  il 

Nous  lie  discuterons  pas  ici  le  choix  que  nous  faisons  pour  repr«^senter  la 
distance  d'une  forme  quadratique  liomogene  de  differentielles.  On  pourra  consulter 
a  ce  sujet,  independamment  du  Memoire  fondamental  de  Riemann  :  Ueber  die 
Hypothesen^  welche  cler  Geometric  zugrunde  liegen  {CEuvves  de  RiemanUy 
trad.  Laugel,  Gauthier-Villars)  et  de  I'Ouvrage  de  H.  Weyl,  Temps^  Espace, 
Matieres^  les  articles  suivants  : 

H.  Weyl,  Die  Einzigartigkeit  der  Pythagoreisclieii  Massbestimmung  {Matlie- 
niatische  Zeitschrift^  Bd  12,  1922). 

E.  Cartan,  Sur  un  theori'ine  fondamental  de  M.  H.  Weyl  {Journal  de 
Matliematiques  pures  et  appliquees,  192.3,  p.  1G7). 

(-)  Cf.  \\.  BoREL,  Introduction  geometrique  a  quelques  theories  physiques 
(Gauthier-Villars). 
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110  ici  ([iic  tl'iiiie  ^cneralisalion  presquc  immcdlaLe  dc  lu 

ui'oim'lrie  aiialvh([iie  elementaire. 

L  n  espacc  sera  dit  s'il  est  possible,  par  un  changemenl 

de  ^a^iables  coiivenableineiit  clioisi,  de  ramener  les  coefficients  gn-, 
(Ic  la  torme  quadratiqiie  fondameiilale  a  tilre  des  constanles. 
INoiis  allons  d'abord  supposer  que  celle  condition  a  ete 
pi  t'ida hleiiienl  iH'absee. 

I.  —  flTUDE  D  UN  ESPACE  EUCLIDIEN  DANS  LE  CAS  OU  LES 
COEFFICIENTS  DE  LA  FORME  QUADRATIQUE  FONDAMEN- 
TALE  SONT  DES  CONSTANTES. 

71.  Espaces  purement  euclidiens  et  pseudo-euclidiens.  —  Si  les 

coefficienis  gn-  soiit  des  constantes,  les  seals  changements  de 
variables  que  nous  pourrons  envisager  seront  des  substitutions 
lineaires  a  coefficients  constants 

=  y.'j^x^  -+-  8'. 

Les  coefficients  cf.',.  ne  sont  aulres  du  reste  que  les  derivees 
parlielles  x).  precedemment  introduites,  et  naturellement  leur 
deteruiinant  devra  6lre  different  de  zero. 

Si  nous  decomposons  en  carres  la  forme  quadratique,  que 
que  nous  supposerons  essentiellement  definie,  par  un  changement 
de  varial)les  approprie  nous  pourrons  la  ramener  a  la  forme 

?sous  saNons  d  ime  part  que  le  noinljre  total  des  carres  est  egal 
ail  uonihie  n  des  variables  et  d'aiitre  part  que  le  nombre  des  z,-  de 
(•li;i(|(i<'  signe  est  independani  du  proci'dc'  de  decomposition.  Deux 
(  IIS  soul  done  a  distinguer  : 

i"  Les  z,-  sont  tons  posilifs,  la  forme  quadratique  est  alors 
(Iclinic  posit i\e;  ce  cas  est  vine  extension  directe  de  la  geometric 
chissKnie  et  nous  (hfous  (pie  f  espace  est  ixioYs  puremenf  euclidien] 
Les  £/•  sont  de  signes  dilferents,  fespace  sera  dit  pseudo- 
cufli/lirn  oil  encore  JiyprrJ)()b'qu('\  ce  dernier  cas  est  particii- 
liciciiiciil  impoil;inl,  cai"  c'esi  liii  (pii  se  pri'sentera  dans  J  eliide 
(Ic  l;i  r('l;i  1 1\ ill'. 
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(>elle  (llslinclion  esl  (In  rcsic  iiinlilc  si  on  Inisso  (io  cote  Iji  icnlih' 
(les  clemenls  ehnlu's,  olio  osl  nii  (oMliMirc  fondanionlale  si  Ton  on 
liont  coinpio  ol  cllr  (lifToroncio  pi  ofondcMiionl  los  donx  cas  M). 

Nons  ('Indiorons  ponr  lo  momonl  Jos  propi  iclcs  comnninosa  cos 
doii-x  sortos  d^ospacos,  oL  nons  lirorons  sonlomoni  dos  rons('qnoncos 
dii  fail  (pio  los  ^',7,  soni  dos  conslantos,  sans  fairo  intorvonir  la  fornio 
rcdnilo  rosiillani  flo  la  diToniposit ion  on  carriVs  (-  ). 

72.  Varietes  de  I'espace  euclidien.  Varietes  lineaires.  —  Snp- 
posons  qno  los  coordonn^es  d'un  j)oint  P  de  I'espace  soioni  dc^ 
lonclions  de  j)  paramerros  distincts  et  irrodncliblos  (^). 

Lorscpie  non  s  faisons  varier  de  tontes  los  fa  cons  possibles  cos 
/;  paramolres,  nons  obtenons  nn  ensemble  do  points  faisant  partic 
do  la  nmlliplicito  donnoo  ol  qni  sera  dit  conslitner  nne  rai  icte  a 
p  (liinensions. 

Si  en  particnlior  los  relalions  on  ([noslion  oxjjrimont  los  on 
fonctions  lineaires  dos  parametres,  nous  obliondrons  des  varietes 
diles  lineaires.  II  osl  evident  quo  cotto  derniere  definition  so 
conserve  si  Ton  efroctne  snr  los  .z'  nn  changement  de  variables 
egalonienl  lineaire. 

Si  dans  la  fornio  quadra  I  icpio  fondanientale  nons  renq:)lacons  los 
])ar  lonrs  valenrs  en  fond  ion  des  parametres,  nons  obtenons  nne 
nonvolle  expression,  dite  forme  quadratique  fo/idainentale 
relative  it  la  variete.  En  particnlior,  si  la  variete  est  lineaire,  la 
forme  relative  sera  evidemnient  anssi  a  coefficients  constants,  si 
bien  qno  de  telles  varit^tes  penvent  oire  considerees  comme  des 
sons-espaces  onclidiens,  inclus  dans  Tospace  donne  et  a  un  nombre 
de  dimensions  pins  faiblo. 

Les  pins  sim|)lcs  des  varietes  lineaires  sonI  cellos  a  nne  dimension. 


( ' )  Voir  eii  parLiculier  pour  unc  etude  de  la  geometrique  liyperbolique,  \i.  Borel, 
loc.  cit. 

(-)  Remarquons  seulement,  pour  prevenir  des  erreurs  possibles,  que  si  I'Dn  opcre 
avec  la  forme  reduite,  on  a  gii.  =  o  si  i  ^  k  eX.  go.  —  £,.  si  i  =  k  =  r;  les  compo- 
santes  de  types  difTerents  d'un  tenseur  ne  sont  alors  identiques  que  pour  le  cas 
purement  euclidien.  Pour  le  cas  pseudo-euclidien,  certaines  composantes  contre- 
variantes  peuventdifTerer  parte  signe  des  composantes  covariantescorrespondantes. 

(^)  C'est-a-dire  tels  qu'on  ne  puisse  pas,  par  un  changement  de  variables  effectue 
sur  eux,  diminuer  leur  nombre.  On  appelle  de  tels  paramt'tres  des  parametres 
essentiels;  leur  nombre  est  evidemment  au  plus  egal  h  n. 
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c;ira('li'i  is(''es  par  dcs  c'cjualioiis  clii  U  |n' 

=  a'7 -+- p', 

(HI  /  \ari('  clc  —  oo  a  +00.  JNous  Iciir  (loniicions  encore  le  noiii  dc 
(lioih's.  Elles  joiiissent  de  la  propriele  i mj)()rla iile  de  jxjuvoir  etre 
ordoiinrcs,  c'esl-a-d i re  (iii'elanl  douiies  trois  points  de  I'nne  d'elles, 
on  peul  definir,  (rune  tacon  indc'pendanle  dii  clioix  des  variables 
et  dn  clioix  dii  paranRilre,  celui  des  points  qni  est  (^iitre  les  deux 
autres;  on  pent  aiissi  par  snite  definir  un  sens  sur  la  droite. 

Une  droite  esl  enti^rement  determin^e  par  la  donn(3e  de  deux 
de  ses  points  non  confondus.  Soient  en  eflfet  deux  points  A  et  B,  de 
coordonnc'es  respeeli\es      et  h\  les  equations 

reprc'senlenL  une  varielt'  lin(:^aire  qui  les  contient  t3videmnienl . 

Parmi  les  vari(3tes  lineaires,  considerons  encore  celles  a  —  i 
dimensions;  en  (^diminant  les  param^tres  entre  les  Equations  qui  la 
definissent,  une  varit3t(*  de  ce  type  pourra  encore  6tre  caractc'i  lsc'-e 
par  une  relation  lini^aire  a  coefficients  constants  entre  les  eoor- 
donnc'-es  x' \  nous  lui  donnerons  encore  le  nom  de  plan  (M- 

73.  Vecteurs.  —  P\.eprenons  les  formules  de  definition  de  la 
droile  d(''terminee  par  deux  points  A  et  B 

xi={b''—  tV  )t  ai; 

si  noils  V  laisons  varier  ^  de  o  a  i,  nous  obtenons  seulement  un 
segment  de  la  droite,  parcouru  dans  un  sens  d6termin(3  :  ce  sera 
par  d(''finilion  le  vecteur  (  AB  ). 

Ln  Nccteur  sera  evjdeiuuu'ul  enlii^'reuienl  (kUerrninti  par  la  don- 
ni'e  des  coordonnees  de  son  origiiie  et  par  ses  composantes 
£' 1—  // — (('.  Diiiis  nil  clianj^ciuenl  de  \  ariables,  les  composantes  ^' 
sc  I  riiii st( triiicii I  par  confre\ ai'ia lire  el  nous  poiirrons  les  rei;ai- 
(It'f  (•(  Mil  iiic  les  coinposau les  colli  re\  a  riii  11  les  ( r  III!  tense  11  r  du  preiii  lei' 


(')  INous  nous  servirons  peu  des  varietes  lineaires  intermediaires.  Dans  le  cas 
de  I'espace  a  quatre  dimensions,  oil  il  n'y  a  que  trois  types  de  varietes  lineaires, 
on  empioie  frequemment  les  noms  de  droite.,  plan,  liyperplan,  suivant  qu'elles 
sont  a  I,  2  ou  3  dimensions.  Ici,  nous  ne  prccisons  pas  la  valeur  de  n  et  nous 
pr(iferons  carder  les  mots  droite  et  plan  pour  les  vari^td's  extremes. 
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oldic  altacliu  au  poiiil  V.  l.c  vecLcur  aura  par  siuh;  iiiissi  dcs 
composantcs  covariantes,  definies  par  les  regies  d'abaissement  de 
l'iiidi(X'. 

ProprirU'.s  i^/'iirralcs  des  vecleurs.  —  I.es  vecleurs  aiiisi  (h'diiiis 
joiiissent  evidemment  d(;  loules  les  proprietes  des  veelciirs  dc  hi 
geomelrie  ordinaire.  Piap[)elons-les  rapideiiieni . 

iStanl  donne  iin  vecleiir  si  Ton  iiiidliplie  ses  coiiiposanles 

par  nil  meiiie  nombre  X,  on  oblient  un  iiouveaii  verteui- >. i  ;  ),  de 
menie  origine  et  porte  par  la  inrjine  droile. 

KlanL  donnes  deux  vecteiirs  (^)  et  (r;)  de  nieme  origine  A,  en 
jiddilionnanl  leiirs  eonij)osanles  de  m6me  rang,  on  oblieni  iin 
noiiveau  vecteiir  dil  la  somine  des  deux  premiers.  Getle  opcM  alion, 
snsceplible  de  s'elendre  a  un  nombre  quelconque  de  veeleuj  ^.  e>l 
commutative  et  associative. 

Si  Ton  multiplie  deux  vecteurs  (^)  et  (yj)  de  m6me  origine  pnr 
un  meme  nombre,  leur  somme  est  multipliee  par  ce  nom])re. 

iXatiirellement  les  operations  de  multiplication  interieure  ou 
exterieure,  definies  au  Chapitre  II  sur  les  tenseurs  du  jjremier 
ordre,  s'appliquent  aussi  ici  sans  modilication. 

74.  Longueur  d'un  vecteur.  —  Reprenons  le  vecteur  (^),  de 
composantes  J'  et  d'origine  A,  un  point  quelconque  P  situe  sur  lui 
aura  des  coordonnees  de  la  forme 

xi=^it-^ai  (o<^<i). 

Si  Ton  donne  a  t  un  petit  accroissement  posiitif  dt^  le  point  P 
vient  en  P'  de  coordonnees 

j?z-f-  dxi=  l^{t  H"  dt)  -h 

et  la  distance  PP'  est  par  definition  egale  a  \/ giutjl^'^ dt. 
Nous  appellerons  longueur  du  vecteur  I'integrale 

(I)  i==f  \JJ^'dt  =  ^!j7i;wT'- 

Jo 

Si  Ton  represente  par  F  (dx)  la  forme  quadratique  fondamentale, 
ia  longueur  est  donnee  par  la  formule 


(')Danslecas  pseudo-euclidien,  la  forme  quadratique  n'etant  pas  definie,  la 
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75.  Translation.  —  Si,  ii  iiii  point  A quclconcjiie  de  Tespace,  nous 
allarlions  un  ^('(M(Mlr  (t)  ayant  ce  point  coiniiie  orij^ine  et  dont  les 
roiuposantcs  I'  soiciil  indrpciKlanlcs  dcs  cooidonnt'cs  de  A,  nous 
dirons  cncoie  (pie  le  [)oinl  H,  exli'(''iiiil(''  de  ce  vecleur,  est  deduit 
du  poini  A  par  une  IvanslaLioji  caracleiusee  par  le  vecteur  (^). 

70.  Angle  de  deux  vecteurs.  — Nous  appellerons  par  definition 
cosiiius  de  l"iiiii;le  de  deux  vecteurs  (^)  et  (yj),  de  longueur  /  et 
uu  ii()inl)re  relalil"  ltd  que  le  produit  scalaire  des  deux  vecteurs 
soit  egal  a  //'  cos  V  . 

On  aura  done 

On  Irailera  cette  quantite  comnie  s'il  s'agissait  d'un  cosinus  ordi- 
naire et  I  on  definira  par  exemple  s'il  en  est  besoin  le  sinus  de  Tangle* 
par  la  formule 

L'invariant  I  =  F  [i)  F  (yj)  —  [F  (^)  |  y})]-  du  numerateur  est  sus- 
ceptible d'une  autre  expression,  on  a  en  efFet 

F(0  =  H/'^/„        F(r.)  =  -riyr.,„        F  (  ^  | )  =      -H;;  =  'O'^, 
on  pent  done  ecrire 

on  par  pernnitation  du  nom  des  indices  muets  p  et  q 
ce  (pii  donne  enfin 

(4)  f  =  '(^/'■V^-^^/V)(?/>-n7-^'7-^/0- 

On  reconiiail  dans  cet  invariant  ce  que  nous  avons  appele  dans 
l<'  (  di;i[)itre  precedent  le  carre  de  la  grandeur  de  I'airc  du  parall^lo- 


loiifiueur  (111  vecleur  n  est  pas  necessaireineiit  reelle,  memo  si  ses  composantes 
le  sont.  Certains  auteuis  prcferent  par  suite  appeler  longueur  du  vecteur  la 
vah'ur  fie  la  forme  quadratique  elle-menne  et  non  sa  racine  carrce.  De  meme, 
la  l()n;.'neur  d'un  vecteur  peut  etre  nuUe  sans  que  toutes  ses  composantes  le  soient. 
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<^^ramiiic  conslriiil  siir  ics  deux  Ncclciir.s  (  '  ).  '-i  hicn  (pic  (oiiimc 
en  g('H)m('^trie  ordinaire,  cette  aire  est  egale  an  prodiiit  Hcs  loiiiiiiciir  s 
dcs  veeleiirs  par  le  sinus  de  leiir  aji^le  (^). 

77.  Condition  de  parallelisme  de  deux  droites.  -  l);ui>  Ic  cas 
pseudo-euclidien,  II  pciil  anixci-  (jiic  le  sinus  de  J'anglc  de  deux 
vecteurs  de  menie  origine  soil  nid  sans  qu'ils  soient  porlcs  par 
la  m^me  droite.  Aussi  pour  ddfinir  le  parallelisme  de  deux  droites, 
nous  ne  ferons  pas  appel  a  une  propriete  angulaire  el  nous  dirons 
(pie  deux  droiles  sont  ])aralleles  si  I'line  se  deduit  de  raulic  |jai 
une  I  ranslalion. 

Condition  d'orthogonalite  de  deux  droites.  —  I)  une  laron 
generale,  on  dtifmira  Tangle  de  deux  droites  cominc  r;iiiiil('  de 
deux  vecteurs  (juelconques  porles  respectivement  par  ces  droiles. 
En  particiilier,  la  condition  (rortliogonalite  de  deux  veclcurs 
(ou  de  deux  droiles j  s'ecrira  sous  I'une  des  formes  equivalentes 

78.  Plan  perpendiculaire  a  une  droite  en  un  de  ses  points.  — 

Soit  une  droite  definic  par  un  vecleur  (AB),  de  composantes  el 
soieni  f/'  Ics  cooi'donnees  du  point  A.  Les  coordonnees  de  Textre- 
mile  V  d  un  \cclcur  quelconque  (  AP)  orthogonal  au  vecteur  (  AB) 
salisfont  a  rc([uali()n 


(>)  On  generaliserait  de  meme  les  notions  que  nous  avons  donnees  aux  n"'  61 
et  62  d'element  lineaire  k  deux,  trois,  ...  dimensions. 

(-)  On  peut  oblenir  d'une  fagon  differente  Tangle  de  deux  vecteurs  en  dcfinis- 
sant  d'abord  comnie  en  geometric  ordinaire  le  rapport  anharrnonique  de  quatre 
points  en  ligne  droite  (rapport  anharrnonique  de  leurs  parametres).  Les  vecteurs 
de  longueur  nulla  issus  d'un  point  X  ont  alors  leurs  extremites  sur  la  variete 
quadratique        —  i  dimensions 

que  nous  appellerons  le  cone  isotrope  de  sommet  0. 

l-;tant  donnes  alors  deux  vecteurs  (OA)  et  (OB)  issus  de  O,  on  determinera 
les  deux  points  P  et  Q  d'intersection  de  la  droite  AB  avec  le  cone  isotrope  et  Ton 
defmira  Tangle  V  par  la  formule  de  Laguerre 

e'-=  ttl(P,  Q,  A,  B), 

et  par  suite  cos  V  et  sin  V  par  les  formulas  d'Euler. 

Le  calcul  est  facile  et  le  lecteur  verifiera  sans  peine  que  cette  definition  coin- 
cide avec  celle  que  nous  avons  adoptee  plus  haut. 
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L'eiiscmble  cles  points  V  tonne  done  iine  vuritUx^  lineaire  d'ordrc 
71  —  1  (jiii  scia  (lilc  Ic  plan  orlliofj,onal  a  la  droilc  AB  an  point  A. 

Hcmaiu/iK^.  —  Los  cooflicienls  ^/  de  rccj nation  de  ce  plan  soni 
done  anssi  les  composantes  covariantes  d  im  \ectenr  noiinal  an 
plan. 

79.  Ang-les  de  deux  plans.  —  SoienI  donx  plans  d'equalions 

uix'  -+-  D  =  o 

el 

vix^  -h  D'  =  o ; 

d'apres  la  reniarqne  precedents,  on  j^onrra  definir  lenr  angle  par 
la  roriniile  snivante 


( b )  cos  \  = 


on  encore 


(  5' )  cos  Y  = 


 S'^i/fi'/,-  


80.  Theoreme  des  projections.  —  Parlant  de  ces  donnees,  on 
(h'liniia.  comnie  en  geometric  ordinaire,  la  projection  d\in  vec- 
leur  sur  nne  droite  on  snr  nn  plan.  INous  aurons  Toccasion  d'en 
faire  de  nombreuses  applications  dans  le  Chapitre  suivant. 

En  j)articnlier,  si  nn  veclenr  est  la  somme  de  plusienrs  antres, 
sa  projection  snr  une  droite  ou  snr  nn  plan  sera  la  somme  des  vec- 
tenrs  composanls. 

81.  Courbes  gauches.  —  Parmi  les  varieles  non  lineaires,  nons 
dirons  sciileineiil  j)our'  le  moment  quelques  mots  de  celles  a  nne 
senie  dimension,  c'esl-a-dire  des  courbes  gauches.  Supposons 
done  epic  les  coordonnees  x'  d'un  point  P  soient  fonctions  d  un 

I  ii  iiicl  IC  iiiiicpic  /.  P()rs(pi('  t  \aj-ie  de  iacon  monotone,  en  crois- 
sant pal-  exemple,  le  ])()inl  P  (Icciit  la  conihe  dans  nn  ceiMam 
sr/is,  (jni  scia  par  convention  le  sens  posilil.  (.omine  en  geomelne 
analytiqiir  oidiiiain'.  nous  appellerons  ahscissc  curvilig/ic  dn 
point  P  la  nicsurc  algehiicpie  de  Tai'C  Pol\  compt(''  a  pai'tir  (rniu' 
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ccrtaiiie  originc  P,,  ^l<'  |)i«ram(Mrr  /o-  c'csr-a-diic  l  inU^gralc 


—r-dt. 
dt 


On  dt'liiiira  dc  nic'iiic  iiiiiiuidiatcinenl  la  Inngcnte  orientce  va\ 
P,  dont  les  parametres  directeurs  pvincipaux  scront  les  nombres 

dx^ 

(6) 

ot  par  suite  F indicatrice  spherique^  comme  le  lieu  du  point  dont 
les  rooidonnees  sont  a' .  Gette  derni^re  courbe  se  trouve  elle- 
mt^uie  orientee  et  I  on  peut  definir  aussi  sur  elle  un  element  d'arc 
par  la  forniule 

(7)  (di)-=  gikda^da'^       {di  etant  du  signe  de  dt). 

La  lan<;ente  orientee  a  I'indicatrie  sph(3rique  determine  ensuite 
la  nor  male  principale  orientee  a  la  courbe  gauche  en  P,  de 
parametres  directeurs  principaux 

(8)  «.=  -^. 

On  constate  imm(§diatement  que  le  sens  d'orientation  de  cetie 
normale  principale  est  independaut  du  sens  conventionnel  d'orien- 
tation de  la  courbe  et  a  par  suite  une  signification  geometrique. 

Le  rayon  de  courbure  a  alors  pour  expression 

(«)  «=^:- 

et  I'on  peut  ecrire  les  formules  pr(^c^dentes  sous  la  forme 

a''  da^ 

(premieres  formules  de  Serret-Frenet),  d'ou  Ton  tire  imm6dia- 
lement 


I         /  dai 


(')  Nous  bornons  1^  ces  tres  breves  indications.  On  pourrait  les  completer  et 
definir  des  courbures  de  diffcrents  ordres  analogues  a  la  torsion  des  courbes 
gaudies  ordinaires.  Ces  differenles  courbures  seraient  ici  au  nombre  de  n —  i.  Le 
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II.  —  COORDONNflES  CURVILIGNES 
DANS  UN  ESPACE  EUCLIDIEN  A  //  DIMENSIONS. 

82.  Courbes  et  surfaces  de  coordonnees.  —  Supposons  inaiu- 
leiiant  Tespace  rapportc  a  iiii  svsit'iiio  de  coordonuees  dans  lequel 
les  cooflicients  de  la  forme  ([na(li;»li(jue  soieut  des  constantes  et 
aieut  (le  plus  les  valeurs  uorinales.  o  ou  i ,  resultant  de  la  decompo- 
sition en  Carres.  Nous  appellerons,  pour  abreger,  un  tel  systeme 
un  systeuie  cartesieii  normal  et  nous  le  representerons  dans  la 
lin  de  ce  Cliapitre  par  la  notation  ,/'. 

Considerons,  a  c6t6  de  ce  premier  systeme,  un  second  ensemble 
de  variables  en  m(^me  nombre  x'-  liees  aux  precedentes  par  des  rela- 
tions quelconques 

le  determinant  tonctionnel  etant  naturellement  different  de  zero. 

Dans  ce  nouveaii  systeme,  les  coefficients  de  la  forme  quadra- 
tique  ne  seront  evidemment  plus  des  constantes. 

Nous  allons  pou\  oir  repeter  a  ce  sujet  a  pen  pres  textuellement 
ce  que  nous  avons  dit  au  debut  du  Cbapitre  III.  Si,  dans  les  formules 
precedentes,  nous  faisons  \arier  la  seule  variable  .r',  les  autres 
restant  fixes,  le  point  correspondant  d(^crira  une  variete  a  une 
dimension,  que  nous  appellerons  la  courbe  x''=  variable. 

De  m6me,  si  nous  faisons  varier,  ind^pendamment  I'une  de 
Tautre,  deux  variables  x''  et  x%  les  autres  restant  fixes,  nous 
obtiendrons  une  variety  a  deux  dimensions  x'  — variable^ 
x^=  variable^  et  ainsi  de  suite. 

En  particulier,  si  I'on  fait  varier,  independamment  les  unes  des 
autres,  toutes  les  variables,  a  I'exception  d'une  seule  x'',  on  obtient 
une  variete  a  fi  —  i  dimensions  que  Ton  appellera  la  surface 
x''=  const. 

Supposons-nous  places  en  un  point  particulier  P  de  I'espace,  de 
c()or(lonu(''es  t' ;  ]);\r  ce  point  passent  //  courbes  de  coordonnees. 

lecteur  pourra  se  reporter  au  Mcnioire  suivant  qui  traite  la  question,  non  seu- 
lement  pour  I'espace  euclidien  et  en  coordonnees  curviligncs,  mais  aussi  direc- 
tement  pour  I'espace  riemannien. 

W.  Blaschkk,  Frenets  Forineln  fiir  den  liaam  von  fiieniann  (Math.  Zeitsrhr., 
Hd  VI,  iQKj). 
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Ameiions  le  point  P  en  iine  position  voisine  V.  dc  ( oordonnees 
x' -\- dx'-  par  un  petit  deplacement  le  long  de  la  courbe  x^  =  va- 
riable. Nous  aurons 

=  x\  dx^ ; 

le  vecteur  (PP')  auia  done  des  composantes  conrrevarianles  pro- 
portionnelles  aux  derivees  parlielles  x\  (prises  au  point  P  natuivl- 
lement).  Autrcment  dit,  ces  m^mes  derivees  parti(dles  sonl  lo 
composantes  conti  e^ar  iantes  d'uu  certain  vecteur  lini  (^T^ ),  Ian- 
gent  en  P  a  la  courbe  x^  =  variable. 

En  raisonnant  de  m6me  sur  les  autres  courbes  issues  de  V .  on 
definira  ainsi  un  angle  polyedre  des  tangentes  en  P  aux  courbes 
de  coordonnees,  dont  les  aretes  seront  du  reste  orientees. 

Supposons  de  menie  cpie  nous  deplacions  le  point  P  infiniment 
peu  sur  la  surface  x^  =  const.,  les  composantes  de  ce  deplacement 
serout  telles  que  Ton  ait 

x)  dx'^  =  o. 

La  position  nouvelle  P'  du  point  P  sera  done  dans  un  plan 
(V  equation 

^/  (X'  —  ^0  =  o. 

Les  derivees  partielles  x)  sont  done  les  coefficients  de  ce  que 
nous  appellerons  le  plan  tangent  en  P  a  la  surface  x^  =  const.: 
elles  peuvent  du  reste  6tre  aussi  regard^es  comme  les  composantes 
covariantes  d'un  vecteur  (N),  normal  en  P  a  cette  m6me  surface. 
Nous  d^finirons  done  ainsi  un  angle  polyedre  des  normales 
aux  surfaces  de  coordonnees,  aux  aretes  egalement  orientees. 
supplt^mentaire  de  Tangle  polyedre  des  tangentes. 

83.  Composantes  d'un  vecteur  en  coordonnees  curvilignes.  — 

Soit  un  certain  vecteur  (J)  defini  par  ses  composantes  J'  ou  ;/ 
dans  le  syst^me  cartesien  normal.  II  n'j  a  pas  lieu  ici  de  distinguer 
ces  deux  sortes  de  composantes. 

Nous  appellerons  composantes  du  vecteur  dans  le  systenie 
curviligne  les  transform^es  par  contrevariance  ou  par  covariance 
des  composantes  precedentes,  ce  qui  nous  donnera  les  expi^essions 

V=x\\'-       et  ;,-=^rfo 
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les  ck'ri\('('s  parliolles  ayaiil  Icurs  \aleiiis  prises  u  roj'i^iiic  (In 
vecleur. 

Comine  Ionics  les  rorinules  d\iui;les  cl  de  distances  que  nous 
avons  etablies  an  debnl  de  ce  Clia])ilr('  sont  mises  sous  forme 
invai'ianle,  elles  seront.  ipso  facto  valahles  dans  le  systenic  curvi- 
liiiiu'  el  1  on  a  lira  aiusi 

{1-1) 

(i3)  cosV= 


\/F(OF(-ri) 


84.  Relations  entre  les  composantes  d'un  vecteur  et  ses  elements 
geometriques  dans  Tangle  polyedre  des  tangentes  ou  des  normales 
relatif  a  son  origine.  —  Un  calcnl  simple  generalisera  les  resultats 
obleuns  au  Cliapilre  III  el  nous  conduira  en  particuiier  a  des 
formules  analogues  aux  formules  (6)  du  n°  58. 

fitablissons  une  d'entre  elles,  a  litre  d'exercice,  par  une  melhode 
un  pen  diff(^rente. 

Soil  (£)  un  vecteur  issu  du  point  P  et  soil  (T^)  le  vecleur 
definissant  la  langente  en  P  a  la  courbe  =  variable  qui  j  passe. 
Cherclions  quelle  est  la  valeur  algebrique  Pxi  de  la  projection  du 
vecteur  (4  )  sur  le  vecteur  (T^). 

(T'  )  a  pour  composantes  dans  le  sjst^me  cart6sien  normal  les 
quantit(^s  x\ ,  par  suite  ses  composantes  conlrevariantes  dans  le 
systeme  curviligue  seront 

(  o    si  i't^  I, 

-j=.x',.x';  =  z\  =  \  ' 

(  I    si  ?  =  I. 

On  anra  done 

ce  fpii  n'esi  anirc  (|ue  la  premiere  formule  du  groupe  (6). 

80.  Courbes  gauches  en  coordonnees  curvilignes.  —  linlin,  les 
tormulcs  rpic  nons  a\()ii>  oblcuncs  an  n"  81  snr  la  conibiire  des 
courl)es  gaudies  s'elcuidcnl  lai  ilcnu'ul  au  cas  on  Tespace  esl  rap- 
poi'h'  a  dc^  coordonnees  cnr\dignes  quclcon(pies.  II  snilil  pour 
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ccla  de  Iciir  doniier  uii  cjiraclcre  tonsori(3l  rcl^liveirient  a  u'iinporte 
quel  changemenL  de  variables,  ce  qui  s'oI)lient  en  remplacanl 
simploment  le  sjnibole  de  dilTerenlialion 

par  le  suivant 

Nous  nous  bornonsatrauscrireles  formules  qui  deviennentalors  : 
Lougueur  d  un  arc  de  courbe  orientee  : 


dx'^  , 
— -  dt. 
dt 


Coefricients  directeurs  priucipaux  de  la  tangente  orientee  : 

dx^ 


ds 


El(3ment  d'arc  de  Findicatrice  : 


Coefficients  directeurs  principaux  de  la  normale  principal 
orientee  : 

.  dx^ 

Rajon  de  courbure  : 

Premieres  formules  de  Serret-Frenet  : 


III.  —  DfiPLACEMENT  PARALLfiLE  D  UN  VECTEUR. 

86.  Definition.  —  Dans  Tespace  euclidien  rapporte  a  un  sjs- 
teme  cartesien  normal,  considerons  un  point  P  de  coordonn^es^' 
et  un  vecteur  (^)  attache  a  ce  point  et  dont  les  composantes  I' 
soient  des  fonclions  de  ses  coordonnees;  nous  d(3finissons  ainsi 
un  c/tamp  de  vecteurs. 
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Supposons  qu  oii  doiiiic  an  point  P  un  petit  depiacenicnl 
ramenant  on  P',  dc  coordonnees  +  dx'^  et  soit  (^')  le  vecteiir 
du  champ  correspondant  au  poinl  P'.  Ge  dernier  vecleiir  aura 
pour  composantes  les  qiiantiles 

Ox'' 

Dans  le  deplacenient  de  son  origine,  le  vecteur  a  subi  un 
certain  accroissement  defini  par  la  difference  entre  (^')  et  (J). 
jNous  attaclierons  ce  vecteur  accroissement  au  point  P,  il  aura 
pour  composantes  contrevarianles 

dx'' 

Or  nous  pouvons  tout  aussi  bien  ecrire  ces  composantes  sous  la 
forme 

t^r\'dx'\ 

puisque  dans  le  sjsteme  cartesien  normal  la  derivation  covariante 
coincide  avec  la  derivation  partielle  ordinaire. 

Mais  sous  cette  forme,  ces  quantites  pr^sentent  le  caract^re 
tensoriel  d'un  sjsteme  contrevariant  du  premier  ordre,  si  bien 
que,  dans  un  sjsteme  de  coordonnees  ciirvilignes  quelconques, 
ou  les  gik  ne  sont  plus  des  constantes,  les  composantes  contre- 
variantes  du  vecteur  accroissement  ont  encore  pour  expressions 

^r\'dx'\ 

En  particulier,  si  dans  le  deplacement  de  P  en  P'  le  vecteur 
est  reste  Equipollent  a  lui-mt*me,  nous  conviendrons  de  dire  qu'il 
a  subi  un  deplacement  parallele  et  les  conditions  n^cessaires  et 
suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi  s'ecriront 

Trj)  Ar^'V/^''  — o, 

ou,  en  explicilant  la  derivee  covariante, 

ou  enfin 

(15")  d\i^\-Y       [;^''^'  =  o. 

(     ^  ) 
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Si  ("cs  coudilions  soul  r(';ilis<M'.s  cjiieL  qua  soil  le  deplacninant 
iiifinimenl  petit  doniir  au  point  P,  nous  dirons  que  le  champ  (Jc 
v(>cteurs  (!.sl  stationiKure  an  point  P. 

87.  Application.  Forme  invariante  des  equations  de  la  droite. 

—  Hepreiions  Ics  (-(piarioiis  |)a ra ini'lriqiics  (rime  droilc  lappoTh'c; 
a  iin  systemc  carlcsjcii  normal 

x'l  =  'x' t  -\-  'j'. 

Nous  pouvons  inlerpreter  ces  equations  conime  represenlant 
un  mouvement,  le  param^tre  t  jouant  le  role  du  temps  de  la 
Mecani(pie  classi([iie.  Les  a'  seroni  alors  les  composantes  contre- 
vaiianlcs  du  nccIciii-  vitessc.  Les  lorniules  definissent  done  un 
iiioiiA  cmenl  reclili^nc  unit'ornie  el,  quand  le  point  decrit  la  droilc, 
le  vecteur  vitesse  se  propage  par  d^placement  parall^le. 

[nversemeni,  Ionic  droite  pent  evidemment  eitre  d^finie  coinnic 
l;i  I  l  ii  jccloire  d  un  point  dont  le  vecteur  vitesse  reste  Equipollent  a 
1  u  I  - 1 1 H '  n  1  c . 

Or,  cette  nouvelle  dclinition  se  traduit,  d'apres  ce  que  nous 
venous  de  voir,  dans  tout  syslemc  de  coordonnces  par  la  condition 

de  d(''|)iacement  parall^le  du  vecteur  a' =        •,  ce  qui  donnc  les 

('(piations  diUV'renlielles  caractcrisqucs  dc  Ja  droite  sous  la  forme 

d-x^      (a    /•  /  rlx'^  dx'' 


df-       I     i     \  d(  dt 


Nous  laissons  au  lecleur  le  soin  de  verifier  par  un  calcul  direct 
(pic  ce  systeme  d'equations  differentielles  admet  lintegralc 
[)remiere 

dx'  dx'' 

-T.  TT  =  const., 

dt  dt 

(jui  cApriuK^  le  tail  evident  que  dans  le  deplacement  parallcle  la 
loui^ucuj'  du  vecteur  vitesse  reste  invariable  f  ^  ). 

{')  On  aurait  pu  presenter  ces  consideiations  sous  une  forme  legerement  dit- 
ferente.  On  verifie  imm^diatement  que,  menie  pour  un  mouvement  quelconque^ 
les  premiers  memljres  des  equations  (i6)  representent  les  composantes  contre- 
variantes  du  vecteur  acceleration.  Les  equations  differentielles  de  la  droite 
caracterisent  alors  le  mouvement  d'un  point  sur  lequcl  n'agit  aucune  force. 
L'integrale  premiere  mentionnee  plus  haut  exprime  alors  la  Constance  de 
Venergie  cinetique. 
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La  loi  nic  lies  equal  ions  dilloreiitielles  que  nous  veuons  de 
irouver  nous  est  du  reste  familiere,  et  nous  voyons,  comme  il 
("allait  s'y  attendre,  que  la  droile  s'introduil  aussi  comine  gcodr- 
sique  de  I'espace  euclidien. 

IV.  —  CONDITIONS  NfiCESSAIRES  ET  SUFFISANTES  POUR 
QU'UNE  FORME  QUADRATIQUE  D0NN£E  CARACTSRISE 
UN  ESPAGE  EUCLIDIEN. 

88.  Role  du  tenseur  de  Riemann-Christoffel.  —  Dans  les  para- 
^raplies  precedeiiLs,  nous  avons  montre  comment  on  pouvait  cal- 
culer  dans  un  syst^me  de  coordonn(ies  quelconque  les  nouvelles 
composantes  J' +  d'un  vecteur  (^)  soumis  a  une  translation 
infiniment  petite  [dx).  Paries  proct^des  liabituels  du  calcul inKigral. 
nous  pourrons  elendre  ces  considerations  au  cas  ou  I'on  d(5place 
par  translation  le  vecteur  le  long  d'une  courbe  donnee  d'une 
longueur  finie  quelconque.  Si  Ton  suppose  connues  les  equations 
parametriques  de  cette  courbe  en  fonction  d'un  param^tre  les 
equations  (i5")  deviennent  des  equations  dilFerentielles  d(^ter- 
minant,  en  fonction  de  leurs  valeurs  initiales,  les  composantes  \ 
en  un  point  quelconque  de  la  courbe. 

Or,  si  nous  raisonnons  dans  le  syst^me  cartesien  normal,  le 
resultat  doit  evidemment  6tre  determine  de  facon  univoque,  inde- 
pendamment  de  la  courbe  decrite  par  I'origine  du  vecteur  dans 
son  deplacement.  Cette  propriete  de  Fespace  euclidien  doit  se 
refl^ter  sur  les  equations  difF(3rentielles  du  deplacement  parallele. 

Si  nous  y  regardons  les  .r',  non  plus  comme  des  fonctions 
connues  d\in  parametre,  mais  comme  des  variables  ind(^pendantes, 
elles  forment  un  syst^me  d'equations  aux  difterentielles  totales 
equivalent  au  systeme  d'equations  aux  d(?rivees  partielles 

Pour  que  ces  (Equations  permettent  de  determiner  univoquement 
les  fonctions  V  d'apr^s  la  donnee  numerique  de  leurs  valeurs  en 
un  point  initial  quelconque,  il  faut  qu'elles  forment  un  systeme 
completemeiil  intt'grable.  Les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi 
.s'obliennent  en  ecrivani  l  identite  des  deriv^es  partielles  secondes 
(ju'on  pent  lirer  de  deiix  lacoiis  (le>  ('(pialions  du  s^slenie. 
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Oil  iuira,  par  exemplr. 


~   '    ox  <  ^  I  /  M  A  ,r  ' 

oil,  en  permutanl  dans  le  dernier  terme  les  iiorns  do^  indices 
III  nets  A  el  f/., 


()X'' <)X^  \  fJX^  I      I      \    I  [X 

En  ecliangeant  niaintenant  les  indices  /*  el  .y  et  en  faisant  la  difte 
rence,  on  a 


<)x'  ()x-^      dx'^  ox'' 

^\     Ox'-  {     i    S  (    ijL    )  dx"-  I     i    I  (    tj.  ) 


Dans  la  parenlliese  nous  reconnaissons  les  composantes  inixtes 
du  tenseur  de  Riemann-Clirislollel,  et  comme  cette  expression  doit 
etre  nuUe  quelles  que  soient  les  .r'  et  les  nons  obtenons  les 
condi lions  d'integrabilite  sous  la  forme 

Nous  Savons  qu'effectiveinent  ces  conditions  sont  realisees  dans 
Tespace  euclidien ;  en  effet,  les  composantes  du  tenseur  de  Riemann- 
Christoirel  sont  evidemmentnulles  dans  le  sjsttsme  cartesien  normal 
et  par  suite  elles  le  sont  aussi  dans  tout  autre  sjsteme  de  coor- 
donnees. 

Iiiversement,  nous  allons  montrerque,  si  le  tenseur  de  Riemann- 
(IhristolFel  est  identiqueinent  nul,  I'espace  est  euclidien,  c'est- 
a-dire  qu'on  peut  trouver  un  changeinent  de  variables  ramenant 
les  coefficients  de  la  forme  (juadratique  fondamentale  a  Otre  des 
constantes. 

En  elFet,  puisque  alors  les  conditions  d'integrabilite  du  systeme 
(  ij  )  sont  satisfaites,  nous  pouvons  en  tirer  d'une  facou  univoque 


CHAPITRE  IV.  —  ESPAChS  EUCLIDIENS  A  //   DIMENSIONS.  II7 

los  composantes  de  n  vocIimiis  (ciai)  '  >  itltaclK's  a  uii  poiiil 
(juelcouque  de  I'espace  et  se  li'diiisaiil  cu  iin  point  clioisi  j)our 
origine  a  ii  vecleurs  arbitrairement  douiies  a  ravaiice.  INous 
preudrous  ces  vecleurs  initiaiix  lincairemeut  indepeudauls, 
(Vest-a-dire  que  le  determinant  de  leurs  composantes  devra  etre 
dillerent  de  zero. 

Or,  s'il  existe  un  sjsteme  cartesien  de  coordonnees  x' ^  les 
courbes  de  coordonnees  de  ce  syst^me  sont  des  droites  qui 
lormeront  en  tout  point  de  I'espace  un  angle  poljc?dre  de  n  aretes 
se  deduisant  evidemment  d'une  de  ses  positions  par  deplacement 
parall(>le.  Essajons  d'identifier  cet  angle  poljedre  avec  celui  deter- 
mine par  les  vecleurs  que  nous  venons  de  construire.  II  suffira 
pour  cela  de  poser 

Nous  obtenons  ainsi  un  nouveau  sjst^me  d'equations  auxderivees 
partielles  qui  est  aussi  compl^tement  integrable.  On  a,  en  effet, 

<'l  la  sjmetrie  du  r^sultat  en  a  et  (3  montre  que  i'on  a  bien 

d-x^    d-x'^ 

()x^  dx'^      dx^  dx'^ 

Ce  sjsl^me  permettra  done  de  d(^lerminer  de  lacon  univoque  un 
changement  de  variables 

X^  (.3;^,  X-j   •  •  •  5  ^ n  )j 

les  X'  se  reduisanl  a  des  quanlites  donnees  a  I'avance  pour  des 
valeurs  iniliales  des  x'  et  le  determinant  fonctionnel  sera  bien 
dillerent  de  zero. 

II  est maintenanl  facile  de  constater  que  dans  ce  nouveau  systems 
les  giii  sont  bien  des  conslantes;  en  elFet,  la  formide  de  Gliristoffel 


d- X'-  \  ;j.     /,  /  dx^  dx.i        \  'j.     [j  j  dx' 


dx^  dx>      I     i     \  dx^  dx.-i       I    k    \  dxk 


(•)  Nous  plagons  les  indices  eiitre  parentheses  pour  n^jonlrer  qu'ils  sont  de 
simples  nunneros  d'ordre  des  n  vecteurs,  ils  n'indiquent  aucun  caractei-e  de 
covariance. 
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SO  reduil,  en  leuimi  roniplf*  (Jc  requHtioii  ( Ji 


I  k 

pai-  consequeiil,  daus  le  sysleine  x' ,  les  symboles  de  deiixieiiic 
e.sp{;ce  sonLnuls,  il  en  est  done  de  m^me  des  deriv6es  partielles^^ 
[form.  (i4)  et  (i5j  Clntj).  II  J. 


CHAPITRE  V. 


ESPACES  RIEMANNIENS  A  «  DIMENSIONS. 


AI)()rcloii.s  iiiaiuteuautre^liide  de  I'espace  riemannien  genc^ral.  Elle 
pen  I  se  i'iwrv  par  deux  m^thodes  (^galement  importantes.  L'une, 
employee  eu  j)aiM  iculier  par  M.  Levi-Givita,  consiste  a  regarder 
Tespace  rieinaunieu  a  etudier  comme  contenii  dans  un  espace 
euclldieu  a  un  nombre  de  dimensions  plus  grand.  L'etude  se  trouve 
ainsi  ramen^e  a  celle  des  varietes  non  lineaires  de  I'espace  euclidien. 

L'aulre,  developp(^e  par  M.  Wejl,  el  peut-6tre  plus  conforme  a 
res[)ril  des  methodes  de  g^om^trie  infinite simale,  envisage  une  a 
une  des  portions  Ires  petites  de  I'espace  dans  le  voisinage  de  ses 
(lili'eients  points;  les  propri(3t(^s  de  ces  domaines  mfinitesimaux 
(litlerenL  peu  de  celles  de  domaines  euclidiens  en  vertu  de  la 
conlinuil6  des  coefficients  gi^]  le  point  le  plus  d^licat  est  de  deter- 
miner ensuite  la  nature  de  la  connexion  que  Ton  pent  etablir  enlre 
des  domaines  voisins. 

Nous  allons  dans  ce  Ghapitre  exposer  la  premiere  de  ces  deux 
methodes. 

I.  -    MflTHODE  DE  M.  LEVI-CIVITA.  GflNfiRALITES 

81).  Notations  et  formules  preliminaires.  —  Supposons  donn6  un 
(  spiicc  r  iemannien  a  ii  dimensions  parsa  forme  cpiadratique  fonda- 
ineulalc  gn^dx'  dx''  dans  un  syst^jme  quelconque  de  variables  el 
clit'K  lions  s'il  est  possible  de  trouver  un  espace  euclidien  le 
conleuaut.  iNous  supposerons  ce  (lerni(ir  a  rn  dimensions  et  rapport^' 
a  un  svsteme  carLcsien  normal  de  coordonncies  y'?. 

( )u  <l('\  ra  pouvoir  trouver  des  formules 
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0  —  in 

Icllcs  que  In  toi  iin'  (| iiad ra I icj lie  ^  (/fy^)'      reduise  a  gn-dx^dx' 

0  —  1 

qiiiiud  ou  y  siihsliliie  les  /;  mix  )'. 

L'ideulificalioii  condiiil  iminedintemenl  aux  relations 


()}■?  dy9  _ 

qui  rormeiil  uu  sysleine  de  ^  '  ^  ^ ^  equations  aux  derivees  par- 
tielles  aux  m  fonctions  inconnues  jP.  La  solution  n'en  sera  en 

general  possible  que  si  in  esl  an  moius  egal  a   (  \). 

Naturellemeut,  si  les  fonclious  ^va  sonl  liees  par  des  relations 
particuli^res,  il  pent  se  faire  que  ces  equations  soient  compatibles 

1         1           I         ■    cr  •            .  n{n  -h  i) 
niOme  poui'  des  valeurs  cle  rn  inteiueures  a  

Pour  eviter  les  confusions  qui  pourraient  resulter  de  Temploi 
simultane  de  deux  espaces  a  nombres  de  dimensions  dill'erents  nous 
adopterons pour  ce  Chapitre  des  notations  speciales. 

Nous  appellerons  0\  I'espace  riemanien  et  nous  representerons 
les  coordonnees  d'un  point  ou  les  composantes  d'un  tenseur  dans 
cet  espare  par  Tune  des  lettres  a,  ot,  x,  ^,  affectees  indices  en 
let  tics  hi  tines  variant  de  i  a  ji. 

Nous  appellerons  (^I'espace  euclidien  contenant  (K  et  nous  repre- 
senterons les  coordonnees  d'un  point  ou  les  composantes  d'un 
tenseur  par  rapport  a  un  systeme  cartesien  normal  de  cet  espace 
par  Tune  des  lettres  /?,  (3,  y,  yj,  affectees  dHndices  en  lettres 
grecques  variant  de  i  it  ni. 

Nous  allons  etablir  maintenant  une  formule  qui  nous  sera  utile 
par  la  suite  et  qui  nous  permettra  d'exprimer  les  sjmboles  de 
CliristolTel  en  fonction  des  derivees  parlielles  des  y9  par  rapport 
aux  x'  (  -  ). 


...      .           /?.  f  /I  -h  0  ^ 
( ' )  En  particulier  si  n  =  2,   •  =  0,  autrement  dit  il  n  existe  pas  d  autres 

surfaces  (jue  celles  que  nous  etudions  dans  I'espace  euclidien  h  trois  dimensions.  Au 

^  n(  n  -h  i)      „  .  .  .  , 

contraire,  si  n  =  0,   =  b  et  par  consequent  si  nous  nous  trouvions  dans 

un  espace  euclidien  a  quatre  dimensions,  les  sous-espaces  riemanniens  h  trois 
dimensions  que  nous  pourrion.s  y  etudier  ne  seraient  pas  les  plus  generaux. 

(-)  Ces  symboles  de  CliristofTel  sont  naturellement  calcules  dans  I'espace  tR, 
ceux  de  I'espace  6  etant  tons  nuls  avec  le  systeme  de  coordonnees  choisi. 
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Pour  cela,  reprenons  la  foriniilc 
dy9  ()y9  _ 

J  no  uoiis  venous  d'^tablir  et  prenous  la  derivee  partielle  de  ses 
Iciix  ninnl)res  par  rapport  a  la  variable 

d'-r9    ()v9      dy9    d-y9  d,^rs 


dx'  Ox^  dx''       dx''  Ox'' dx^  dx^ 

Nous  obtiendrons  deux  formules  analogues  en  permutant  dans 
<:elte  dernic^re  soil  les  indices  /-  et  /,  soitles  indices  s  el  t.  Ps.  I'aide 
<le  ces  trois  formules  nous  formerons  sur  les  seconds  membres  la 
<"()inl)iuais()n 

<^grt    ,    dgst  dgr 


dx"        dx'  dx 


•delinissant  le  sjmbole  de  Christoftel  |^ '  ^  ^  ]  '  nous  obtiendrons 
inim(5diatement  la  formule  que  nous  avions  en  vue 


r  r    5  ]  _    d-^  y9  dy9 
^■'^  [    ^    J  "  Oxr 


dx^  dx'^ 


90.  Variete  lineaire  tangente  a  I'espace      en  un  de  ses  points. 

—  Considerons  un  point  P  de  Fespace  determine  par  ses  coor- 
<lonnees  ;  ce  point  aura  aussi  des  coordonneesyP  dans  I'espace  &. 
Donnons  aux  de  petits  accroissements,  le  point  P  passera  dans 
une  position  voisine  P'de  coordonnees  .2"^  +  dx^  dans  dletj  P-h  dy9 
<lans  &.  Dans  Fespace  &  les  quantites  dy9  definissent  un  vecteur 
infiniment  petit,  nous  conviejidrons  de  dire  que  ce  vecteur  a  pour 
<:omposantes  dans  Vespace  (K  les  accroissements  dxL  Entre  ces 
deux  systemes  de  composantes  il  existe  naturellement  les  relations 

dyo='IZldxi, 
dx' 

Supposons  maintenant  (pie  nous  sul)lituions  aux  dx'  et  aux  dj'9 
•des  quantites  finies  ^'  et  YyP  qui  leur  soieni  proportionnelles :  les 
(piantites  r,9  definiront  dans  Fespace  3  un  vecteur  PQ  qui  sera  dit 
tangent  a  i  espace  (K  au point  P  etnous  regarderons  les  J'  coiuuk' 
les  composantes  de  ce  vecteur  rapporte  a  Fespace  61.  liii-meme. 

Entre  ces  deux  sortes  de  composantes,  il  y  a  naturellement  les 


ft 
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rcla  lions 

Dans  ces  formiih^s  les  quanlit^s  ^'  peuvent  6t,re  prises  arbitrni- 
r(;menlet  si  on  kuirdonne  toutes  les  valeurs  possibles,  I'exlremite  () 
(hi  vecteur  (PQ)  decril  dans  I'espace  &  un  sous-espace  euclidien  a 
//  dimensions  qui  sera  dit  variete  lineaire  tangente  a  V espacp.  (K 
au  point  V. 

Longueur  d' un  vecteur  tangent.  —  La  longueur  du  vecleiii- 
(PQ)  est  naturellement  6gale  a 


/  p  =  m 

mais  elle  peut  aussi  s'exprimer  A  I'aide  de  ses  composanles  dans 
I'espace  (K  et  un  calcul  imm^diat,  bas6  surTemploi  des  formules  (  i  ). 
lui  donne  encore  la  forme 


Angle  de  deux  vecteurs  tangents  d  CR.  au  meme point.  —  Soit 
(PQ')  un  second  vecteur  tangent  en  P,  de  composantes  4''  dans  (K 
et  yj'P  dans  &.  Un  calcul  anologue  transformera  la  formule  donna n I 
le  cosinus  de  Tangle  des  deux  vecteurs  dans  I'espace  euclidien 

//'  cos  V  =  '(\9-{\9 

(l  et  /'  6tant  les  longueurs  des  deux  vecteurs)  en  la  suivanle 
exprimee  a  I'aide  de  leurs  composantes  dans  I'espace  dv 

ItcosY  =  ^ik^i^'k. 

91.  Variet6  lineaire  normale  a  I'espace  dv  en  iin  de  ces  points. 

— -  Soit  (PR)  un  vecteur  issu  du  point  P,  dans  et  de  compo- 
santes (3p  par  rapport  a  cet  espace.  Nous  dirons  que  ce  vecteur  est 
normal  en  P  d  V espace  CH,  s'il  est  orthogonal  a  tous  les  vecteurs 
tangents  a  (K  issus  de  P.  Prenons  un  tel  vecteur  tangent  (PQ) 
de  composantes  yjP  dans  &  et  ^'  dans  dl,  liees  par  la  relation 
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La  (  ondition  (l\)illu)i;onallt(^  ties  vecLeurs  (,I^Kj  el  (J^Q  )  s'ccril 

[jpTjP  =  O 

on  encore 

Lc  \ecleur  (^I^Hj  sera  normal  si  celle  condition  esl  renipli(^  quel 
cjue  soit  le  vecteur  (PQ),  c'est-a-dire  quelles  que  soient  les  compo- 
sanles  l!  de  ce  dernier,  ce  qui  enlraine 

Ces  relalions  fornient  un  systt'me  de  ji  equations  lineaires  entre 
les  m  quantitt^s  (3p.  II  y  a  done  une  infinite  de  vecteurs  normanx 
dont  les  extremites  decrivent  un  sous-espace  euclidien  a  m  —  ii 
dimensions  dit  variete  lineaire  normale  a  Vespace  dl  au point  P. 

Application.  Projection  dun  vecteur  issu  de  P  dans 
I'espace  &  sur  la  variete  lineaire  tangente  en  P  a  Vespace  (Ji.  — 
Soil  (PR)  un  vecteur  quelconque  de  i'espace  de  composantes  (3p. 
Nous  appellerons  projection  de  ce  vecteur  sur  la  variete 
lineaire  tangente  en  P  a  (K  un  vecteur  tangent  (PQ)  tel  que  le 
\ecteur  difference  (PR)  —  (PQ)  soil  normal  en  P  a  I'espace  (K. 

Soient.  yjP  et  i'  les  composantes  du  vecteur  (PQ)  dans  3  et 
dans  (K,  la  condition  d'orthogonalit^  s'ecrira 

ou  encore,  en  remplayant  les  riP  en  fonction  des  ^'  et  en  utilisant 
la  f'ormule  (i), 

o  ()yP  _  ()vP  dy?  ^1  _  ^1 

On  cn  liie  enlin,  par  multiplical ion  par suivie  de  contraction, 
les  valeurs  des  composantes  dans  I'espace  (K  du  vecteur  projection 

,5,  ?*=*"*H''5:?7- 


92.  Varietes  de  I'espace  riemannien.  Courbes.  —  Si  les  coor- 
donnees  x'  d'un  ])oint  1^  de  I'espace  dvsontdcs  loiiclions  dc para- 
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iiKjIics  essentiels  (p<,/i),  rensembh;  dcs  posilions  do  cc  poiiil, 
([iiaiul  les  pnrametres  prennent  indepondamment  I'un  de  I'autre 
Ionics  les  valciiis  possihics,  consliliic  unc  variety  a p  dimensions 
de  eel  espaee.  II  esl  evi(Jenl  que  eette  variete  fait  aussi  partie  dc; 
Fespaee  <S  el  elle  poni  ia  y  eire  eludiee  direcleinent,  sans  passer  f)ai- 
rinlermediaiie  de  cR.  II  siiffiia  jxnu"  eela  de  remplacer  la  forme 
(piadralicjue  ^//,  (/./'  dx'  par  \'a  foritu' quadraliqiir  ralatU  a  a  la 
variclc.  eomnie  nous  I'avons  deja  fail  au  Cliapili'e  precedent  pom- 
les  varieles  de  I'espace  enclidien  [voir  n*^72) 

Les  plus  simples  des  varietes  sont  celles  a  une  dimension,  cpie 
nous  ap|)ell(M()iis  ciirore  courhrs. 

En  pai  licuiicr.  si  Ic  parameire  unique  t  varie  enire  deux  limites 
/o  el  /i,  le  poini  V  deci  ii-a  un  arc  de  la  courbe  totale,  arc  dont  la 
longueur  sera  la  valeur  de  rinle^rale 

GeNe  longueur  pcmrra  da  resle  etre  all'ect^e  d'un  signe  si  Ton  a 
pris  soin  au  prealable  (Vorienter  la  courbe,  conime  nous  I'avons 
lail  dans  Tespace  eurlidicn. 

93.  Etudes  des  courbes  de  I'espace  cK.  Courbure  geodesique.  — 

Toule  courl)e  de  est  susceptible  (l\Mre  etudiee  directement  dans 
l  espace  &  ]  nous  pourrons  y  definir  en  particulier  sa  normale  prin- 
cipale  en  un  poinI  quelconque  que  nous  appellerons  normale 
principale  ahsolue  et  qui  sera  determinee  par  le  vecteur  (PN^,)  de 

composantes  • 

Le  \ecteur  (  J^N,  ),  projection  de  (  PN,, )  sur  la  variete  lineaire 
tangente  en  P,  a  pour  support  une  droite  qui  sera  dite  la  normale 
principale  relative  en  P  a  la  courbe  consider^e.  Les  composantes  'IJ' 
(bi  vecteur  (PN,  )  dans  I'espace  dv  sont  immedialement  donnees  par 
la  for  mule  (5)  qui  prend  alors  la  forme 


(')  Le  lecteur  pourra  demontrf^r  sans  peine,  par  un  calcul  direct,  que  cette 
forme  quadratique  relative  est  independante  du  systeme  des  coordonnees  x'  choisi 
dans  I'espace  lK  pour  la  former. 
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Cos  composaiiles  s'expriiiieiil  lucileiijciil  on  loncliun  des  sculcs 
(lonn6es  dans  (K,  on  a,  en  effet, 

dy[^  _  (Jy9  dx' 
ds       dx'  ds  ^ 

d-y?  _  dyP  d-x'  <)-yy    dx'  dx' 

ds-        dx'    ds-  dx'dx''   ds  ds 

I'l  par  i^uile 

^     '  *     dx'^  f)x'   ds-  ^     Ox'  dx'dx'    ds  ds 

.,       d-x'        .,\  I    r  ~\  dx'  dx'' 

(Taprt's  Ics  Ibrmules  (i)  et  (2),  ou  enfin 

, ,  ^,       d-x''       {  I    r  I  dx'  dx'' 

(  ()  )  '''^  =    -4-     • 

^   ^  ^         ds^-        {    k    \  ds  ds 

Lc  \ecleur  (PAvj  est  parfaitement  determine  par  ces  formules; 
il  en  est  alors  de  meme  de  la  normale  principale  relative,  sauf  dans 
le  cas  oil  lontes  les  composantes  seraient  nulles.  Pour  une  courbe 
quelconqne,  cette  particularite  pent  se  produire  en  quelques  points 
remarcpiahles,  mais  elle  se  presente  en  tons  les  points  d'une  geo- 
desique  qui  apparait  ainsi,  de  m6me  que  dans  la  tlieorie  des  sur- 
faces, coinnie  une  courbe  dont  la  normale  principale  absolue  est 
normale  a  la  variete  sur  laquelle  elle  est  tracee  (^). 

On  verifie  f\\cilement  par  un  calcul  direct,  que  la  normale  prin- 
cipale relative  est  perpendiculaire  a  la  tangente;  ceci  revient  du 
reste  a  enoncer  pour  I'espace  &  le  theoreme  suivant,  analogue  a  un 
tlieoreme  bien  connu  de  la  geometric  classique  :  la  projection 
d  un  angle  droit  sur  une  variete  lineaire  contenant  un  de  ses  cotes 
est  encore  un  angle  droit. 

r.es  composanles  a''  d  un  vecteur  unite  [)Orle  par  la  normale 
priiicq)ale  relative  seraient  proportionnelles  aux  quantites  5',  on 
pent  done  poser 

d'=\V^', 

f'j  INous  avons  laissc  dc  cole  le  cas  ou  la  norinale  principale  absolue  est  elle- 
in^me  indeterminee ;  la  courbe  est  alors  une  droite  de  I'espace  6  et  elle  se  presente 
du  reste  encore  connme  une  geodesique  de  I'espace  (R.  Nous  avons  de  meme  laissc 

d-  K? 

de  cdte  le  cas  oii,  en  certains  points  de  la  courbe,  les  —7 —  seraient  tous  nuls  et 

as- 

oii  il  faudrait  faire  appel  a  des  derivees  d'ordre  supcrieur  pour  determiner  la 

normale  principale  absolue. 
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lo  facleiir  clc  |)r()|)(»rl  ioniinlirc  W  clanl  \A  que  ^n^a'  a''  =  i ,  cl' 
(jiii  (loniie 

(7)  H'=-— L=- 

Cc  noinbro  IV  s'appellc  lo  rayon  de  courhure  geodesique  de  la 
combe  an  point  P.  SI  la  coiirbe  est  une  geodesique,  ce  rajon  de 
conrbure  est  inlini  en  eliacnn  de  ses  points. 

II  y  a  entre  ee  rayon  de  conrbure  oeodesique  R'  et  1(!  rayon  de 
combure  abs(du  R  (defini  dans  Tespace  &)  une  relation  ties 

simple.  En  ellet,  la  longueur  du  vecteur  (PN,,  )  est  evidennnent 
celle  (111  vecteur  (PN,. )  est       on  a  done 

(8)  ^cosPSC^.^  ^  0)- 

II.  -  LE  DfiPLACEMENT  PARALLfiLE. 

94.  Definition.  —  Soient  deux  points  voisins  P  et  P'  de  I'es- 
pace  lK  de  coordonnees  respectives  ( yP,  )  et  ( )'P  +  dy9^  -H  dx'  ), 
nous  nous  ])ro[)osons  d'etablir  entre  les  vecteurs  tangents  en  P  et 
les  ^ectellrs  laugeuls  en  V  a  lR,  une  correspondance  binnivoque 
et  reciproque  qui  elendra  aux  espaces  riemaniens  la  noti(ui 
(reqiiipollenee.  Deux  vecteurs  correspondants  sej'ont  alors  dits 
deduits  Fun  de  rautre  par  deplacenient  par  allele. 

Seulement,  tandis  que  Fequipollence  pouvait  se  definir  ininie- 
diateuient  pour  deux  vecteurs  quelconques  de  Tespace  euclidien, 
ici  nous  serous  forces  de  proceder  de  proche  en  proclie,  d'etablir 
notre  definition  pour  des  points  inliniment  voisins  et  d'employer 
un  processus  d'integration,  si  nous  voulons  I'etendre  a  des  points 
separes  par  une  distance  finie. 

Pour  definir  cette  correspondance^  nous  transporterons 
de  P'  en  P  par  une  translation  {effectuee  dans  Vespace  &) 
r ensemble  des  vecteurs  issus  de  P'  et  formant  la  variete 
lineaire  tangente  en  ce  point,  puis  nous  les  projetterons  ortho- 


(')  Pour  plus  de  details  sur  la  tlicorie  des  courbes  dans  I'espace  riemannien, 
voir  I'article  deja  cite  (p.  loS)  de  \\' .  Blaschke. 
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^oiialenii'iii  sur  la  rai  iete  linrdirc  taiigeiiie  en  l\  Les  vecleurs 
des  deux  varietes  que  cette  1 1 a ns formcition  amenera  en  coinci- 
dence seront  cdors  regardes  coninie  correspond  cents . 

I)e  facon  un  peu  plus  generale,  soieiiL  deux  vecteurs  (PQ),  do 
coinposantes  (yjP,  ^*),  et  (P'Q'),  de  composantes  (yj'P,  prls  dans 
cliacune  des  deux  varit^tes  tangenles;  rransportons  (P'Q')par  une 
translation  en  (PQ',)  et  projetons-le  en  (^PQ'^)  sur  la  variete  tan- 
gente  en  P';  nous  allons  calculer  les  composantes  a'  (dans  du 
vecteur  difference  (PQ;)  — (PO). 

Nous  m^nerons  le  calcul  en  regardant  les  accroissements  dx' 
comme  des  infiniment  petits  dont  nous  nt3£:;ligerons  les  carres  et 
les  produits. 

Ceci  pose,  le  vecteur  (PQ'j )  a  pour  composantes  dans  &  les 
quantites  yj'P,  sa  projection  (PQ^  )  sur  la  variete  lineaire  tangente 
a  done  pour  composantes  dans  (K  [forui.  (5)]  les  quantites 

oik  -f'rj  _£  

On  aura  done  pour  les  composantes  a'  cliercliees 


Or  on  a 

c'est-a-dire  au  degre  d'approximation  mentionne 


et  ceci  donne 


^    dxi^  Ox'  --       "     <)xf'-  dx^dx'-^  ^ 


d'apres  les  tormules  ( i )  et  (2). 
D'ou  finalement 

(  /   /•  / 


f)  L'acceiit  indique  (\nv,  les  derivrcs  out  leur  valeur  prise  au  point  I^'. 
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Si  les  vccleurs  (PQj  et  (P'Q')  provieniiciit  (Fun  champ  continii 
dc  vecteurs,  on  pent  poser 

el  les  formules  ci-dessus  deviennent,  toujours  au  meme  degre 
d 'approximation, 

En  particulicr,  le  vecteur  (^P'Q')  resultera  du  deplaceinent 
parall^le  du  vecteur  (PQ)  si  Ton  a  Tune  ou  I'autre  des  deux  condi- 
tions erpiivalentes 

(9)  ^r^^dx''=0, 

(9)  ^''^^-+-  I  ^  /(^^^-^'^ 

95.  Formules  du  deplacement  parallel©  exprimees  a  I'aide  des 
composantes  covariantes.  —  Les  premiers  membres  des  equations 
precedentes  sont  des  sjstemes  tensoriels,  par  suite  les  regies  de 
I'abaissement  de  Find  ice  permetlent  de  les  ecrire 

(10)  \r^idj:''=  o, 
c'est-a-dire,  sous  forme  explicite, 

(10')  f''^/—  I*  ^'^^^idx'  =  o, 

equations  qui  servironta  definir  le  deplacement  parallele  lorsqu'on 
voudra  optirer  sur  les  composantes  covariantes  du  vecteur. 

Consequence.  —  Le  produit  scalaire  de  deux  vecteurs  reste 
constant  si  ces  vecteurs  sont  soumis  a  un  m^me  deplacement 
parallele. 

En  effet,  ce  produit  scalaire  pent  s'ecrire  E'E/  ;  dans  le  depla- 
cement parallele  il  subit  Faccroissement 

et  Fon  s'apercoit  immediatement  que  cet  accroissement  est  nul  si 
Fon  y  remplace  les  d^'  et  d^'i  par  leurs  valeurs  tirees  des  for- 
mules (9')  et  ( 10'). 
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En  partiriilicr,  l;i  loiii;ii(Mir  d  un  Ncclenr  icslc  coiislanlc  el  il  on 
est,  par  suite,  de  m(>me  de  rani;le  de  denx  veclenrs  quelconqnes. 

Cos  proprietes  ne  sont  naturellemeni  \  iaies  qu'en  ne^liiieanl  les 
Infiniment  pelils  du  second  ordre;  on  peul  done  dir*^  (ju  a  cet 
ordre  d'approximation,  le  de])laceuienl  |)arallele  a  tons  lo  carac- 
leres  d'un  deplacement  euclidien. 

En  loule  riguenr  du  resle,  la  conespondanee  (jue  nous  avons 
ainsi  etublie  entre  les  varietes  lineaires  lan^enies  en  V  el  en  P'  esl 
une  correspondance  affine,  c'est-a-dire  nne  liomographie  conser- 
\antles  elements  a  Tinfini.  11  s\'nsuit  (pie  roperation  du  deplace- 
ment parallele  esl  pernra tah/e  avec  l  operation  de  l  addition  des 
Nccleurs  et  avec  celle  de  la  multiplication  d'un  vecteiir  par  un 
nomhre. 

96.  Le  deplacement  parallele  et  les  geodesiques.  —  Le  depla- 
cement parallele  a  aussi  un  lien  tres  naturel  avec  les  lignes  geode- 
siques.  Si  nous  considerons  en  elFet  un  vecteur  unite  porte  par  la 
langente  a  une  telle  courbe,  il  aura  pour  composantes  contreva- 
riantes  les  quantites 

el  les  equations  dilTerentielles  des  geodesiques  [voir  form.  (9''), 
Chap.  II]  montrent  precisement  que  ce  vecteur  progresse  par 
deplacement  paralli^le  le  long  de  la  courbe. 

Ceci  etablit  un  lien  de  plus  entre  la  geodesique  d'un  espace 
(pielconque  et  la  droite  de  Tespace  euclidien  qui  est  la  seule  courbe 
d'un  tel  espace  dont  la  tangente  se  deplace  par  translation. 

Une  autre  consequence  immediate  de  cette  propriete  est  que  si 
I  on  deplace  parallelement  un  vecteur,  en  faisant  decrire  a  son 
origine  une  geodesique,  Tangle  qu'il  fait  avec  la  tangente  a  cette 
coni'l)e  reste  constant. 

Ill   —  COURBURE  D  UN  ESPACE  RIEMANNIEN. 

97.  Generalites.  —  iNous  av(uis  deja  jencontre  les  equations  (  9) 
dans  le  Cliapiire  precedent  ou  elles  caracterisaient,  pour  un 
espace  euclidien,  les  conditions  d  un  deplacement  par  translation. 
\ous   V  av(>ns   du    reste   dcuionlrc   (luClles   formaient    alors  un 


AI'PELI.     —  V. 
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sysUiiiie  d'c'jquaUoiis  ;hi\  cliirc'ieiitiellcs  totales  cornpletemeiir 
inlcgrable  ct  que,  par  suilc.  en  sournettant  uii  vccleur  a  uri 
deplacemenl  parallele  le  louf^  d  ime  courbe  dc  longueur  finie,  sa 
position  finale  ne  dependail  que  du  point  d'arrivee  et  de  la  position 
initiale  dii  vecteur.  Ceci  6hnl  du  reste  evident  a  prior/,  mais, 
inversement,  nous  j  avons  inonlre  egalenient  que  ces  conditions 
d'integra])llit('  complete  (quise  traduisent  par  la  nullite  du  tenseur 
de  Riemann-Cliristoftel)  etaient  suffisantes  pour  que  Tespace 
soit  euclidien. 

Pour  un  espace  riemannien,  au  contraire,  lorsqu'on  transportera 
un  vecteur  d'une  position  a  une  autre,  en  le  d^placant  parallelement 
de  proclie  en  proclie,  le  resultat  final  dependra  essentiellement  de 
la  trajectoire  de  I'origine  du  vecteur  et  par  suite  nous  ne  pourrons 
pas  pai'ler  sans  plus  de  deux  vecteurs  paralltiles  en  des  points  non 
infininient  voisins.  En  particulier,  si  cette  trajectoire  est  une 
courbe  feriiKie,  le  vecteur,  dans  sa  position  finale,  fera  un  certain 
angle  avec  sa  position  de  depart.  Get  angle  caract^rise  en  quelque 
sorte  la  facon  dont  I'espace  s'ecarte  de  la  variet(3  lin^aire 
tangente.  c'est  en  somme  une  courhure  de  V espace  et  c'est  cette 
notion  que  nous  nous  proposons  de  preciser  ici. 

Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  nous  dirons  quelques  mots  du  cas 
des  surfaces,  c'est -a-dire  des  espaces  riemanniens  a  deux  dimen- 
sions. 

98.  La  courbure  totale  des  surfaces  et  le  deplacement  parallele. 

—  Si  Ton  cherclie  a  etendre  la  notion  de  courbure  d'une  courbe 
gauche  au  cas  d'une  surface,  on  est  amene  a  considerer  comme 
naturelle  Textension  siii\;nil('  (^).  Par  un  point  O  quelconque  de 
Tespace,  on  menera  des  paralleles  aux  normales  a  la  surface  en  ses 
diflerents  points  P,  on  portera  sur  ces  droites  des  segments  Op, 
de  longueur  egale  a  runit(3,  dans  un  sens  arbitraire  soumis  a  la 
seule  restriction  que  le  point  p  se  deplace  d'une  facon  continue  en 
m6me  temps  que  le  point  P  (-)• 

(')  J^a  facon  de  proceder  que  nous  allons  indiquer  n'est  du  resle  pas  la  seule, 
11  est  d'autres  extensions  qui  conduiraient  au  contraire  a  la  courbure  moyenne. 
{Voir  Darboux,  Lecons  sur  la  Theorie  i^enerale  des  surfaces,  t.  II,  p.  365.) 

(2)  Nous  supposons  naturcllement  ici  que  nous  ne  considerions  qu'une  portion 
de  surface  assez  petite  pour  qu'on  puisse  dans  tous  les  cas  en  distinguer  les 
deux  cotes. 
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On  (Uablit  ainsi  vine  convspondance  par  plans  tangents  paralleles 
cnlre  les  points  cle  la  surlacc  el  cciix  do  la  spln'rc  dc  rayon  unite 
sur  laquelle  se  deplace  le  poinly>. 

Prenons  maintenant  nn  elenienl  de  la  surface,  d'aire  <:/S  et 
limite  par  une  courbe  (C  );  cpiand  le  point  P  coincidera  successi- 
vement  avec  tons  les  poinls  de  celle  aire,  le  point  yj>  d^crira  une 
certaine  portion  de  la  sphi^re  d'^tendue  da  limilee  par  une 
courbe  (y)  correspondant  a  (G).  II  sera  naturel  d'appeler  courbure 
de  la  surface  en  P  la  limite  du  rapport^  lorsque  la  courbe  (G) 
devenant  de  plus  en  plus  petite  dans  toutes  ses  dimensions  se 
reduira  an  point  P. 

A  premiere  vue,  cette  definition  de  la  courbure  parait  inti- 
mement  liee  a  la  notion  de  Fespace  a  trois  dimensions  dans  lequel 
se  trouve  la  surface,  mais  il  n'en  est  rien  et  nous  allons  montrer  ce 
fait  remarquable  que  la  courbure  ainsi  dejiiiie  peut  etre  decelee 
par  des  etres  habitant  la  surface  et  n  ayant  aucune  idee  de  ce 
qui  peut  se  passer  en  dehors  d'  elle. 

Nous  retrouverons  ainsi  le  classique  theoreme  de  Gauss 
montrant  que  la  courbure  totale  s'exprime  uniquement  a  Faide  des 
coefficients  de  la  forme  quadratique  donnant  le  ds'^  de  la  surface. 

II  nous  suffira,  pour  justifier  cette  affirmation,  de  demontrer 
que  Faire  da  est  egale  a  la  variation  angulaire  que  subit  un  vecteur 
tangent  a  la  surface  donnee  et  deplace  parallelement  d'un  tour 
complet  le  long  de  la  courbe  (G). 

Supposons  en  efTet  que  nous  attacliions  a  cliaque  point  P  de  la 
surface  un  vecteur  tangent  (PQ)  et  menons  par  le  point  corres- 
|)ondant />  de  la  representation  splierique  un  vecteur -equipollent 
(p(j)  \  il  est  evident,  en  vertu  du  parallelisme  des  plans  tangents, 
que,  si  le  vecteur  (PQ)  subit  un  d(^placement  parall^le  sur  la 
surface,  le  vecteur  {pq)  subit  aussi  un  deplacement  parallele  sur 
la  sphere. 

litudions  done  le  deplacement  parallele  sur  la  sphere.  Nous 
rapporlerons  celle-ci  a  un  systeme  d'axes  rectangulaires  ajant 
son  centre  pour  origine  et  a  des  coordonnees  geographiques  0  et  cp 
(  colaiilude  (;t  longitude). 

I*()iu-  etre  d'accord  avec  les  notations  employees  jusqu'ici  nous 
devons  done  poser 
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T>\'lcm(*iif  lineaire  de  la  sphere  prend  alors  la  forme 
ds^-  =1  <r/0- -+-  sin-  0  do'-. 

Un  calciil  tres  simple,  que  je  ne  reproduis  pas,  permet  de  trouver 
les  sym boles  de  Cliristoffel  de  deiixi^me  esp^ce  qui  out  pour 
valeurs 

(  J     I  /  (12/(21/  (22/  •    f,'  r, 

(    2    )        '       (    2    )      /    2    ^  '       (    2  ) 


Les  formules  delinissant  le  placement  parallele  d'un  vecteur 
de  composantes  contrevariantes  et  4-  (relativement  a  la  sphere) 
prendront  alors  la  forme 

dV —  siiiO  cosO;-<^3>  =  o, 
cotgO  {^^do  -h  =  o. 

A  la  place  des  composantes  contrevariantes  et  introdui- 
sons  les  mesures  alg^briques  X  et  Y  des  projections  du  vecteur 
sur  la  taugente  au  meridien  et  sur  la  tangente  au  parallele  qui  se 
croisent  en  P  (les  sens  positifs  de  ces  courbes  etant  respective- 
ment  celui  des  0  croissants  et  celui  des  cp  croissants).  D'apres  les 
formules  [6)  du  Ghapitre  III,  on  aura 

X  —  !:i 

Les  equations  du  deplacement  parallele  deviennent  alors 

d\  —  \  cos  ^  do  =  o, 
d\  -h  X  cos  0  <^<p  =  o. 

On  verifie  immediatement  qu'elles  admettenl  I'int^grale 

qui  exprime  la  conservation  de  la  longueur  du  vecteur,  ce  que 
nous  savions  deja.  ?sous  pourrons  done  poser 


X  =  /cosa>,       Y  —  /  siruo, 


« 
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0)  cfiint  raiiglc  du  vecteur  avec  la  taiii^ente  orienlee  au  nicridien 
du  poial  V  { 

I.es  deux  i''(|ualioiis  [)recedeiites  se  r^duisent  alors  a  une  seule 
doi  -h  cos  0  do  =  (). 

Supj)os()ns  nuiintenant  que  le  point p  decrive  un  contour  ferme  (y) 
n'eiitouranl  pas  Taxe  O^,  la  variation  totale  de  co,  c'est-a-dire 
rani;le  dont  aura  tourni'  le  vecteur,  sera  fournie  par  I'integrale 

(•)[  —  coo  =  — COS  0  do. 

()r.  uu  calculi  loiil  ('Icuienlaire  montreque,  dans  un  petit  depla- 
cement  du  poini  p,  Tare  de  grand  cercle  Ap  balave  une  aire  dont 
la  mesure  est,  a  des  infiniments  petits  du  second  ordre  pr^s,  egale 
a  (  I  —  cosO  )  y/o. 

La  souinu'  alg(''brique  des  aires  balaj^es  par  cet  arc  de  grand 
cercle.  lorsque  le  point/;  decrira  tout  le  contour  (y),  sera  6gale 
a  Taire  iiilerieure  a  ce  contour  (comptee  positivement  si  le  mou- 
M'uieiii  du  point  j)  a  lieu  dans  le  sens  des  rotations  positives, 
negativenient  dans  le  cas  contraire);  cette  aire  aura  par  suite  pour 
mesure  l  inteiirale 


f  (i  — COS 6)6/9  =—  r  cosfl^/9  (2). 

Ainsi  se  trou\ c  bien  deinontree  l  affirmation  que  Tangle  dont  a 
loiirne  le  \ecleur  est  egal  en  grandeur  et  signe  a  Faire  incluse  a 
rinterieur  du  contour  (y)  (  •'). 

En  preiiani  sur  la  surface  comme  sens  des  rotations  positives  le 
I'spoudanl  a  celui  clioisi  sur  la  sphere,  des  6tres  habitant 


sells  corresDoud 


(  ')  iN<jus  choisissons  comme  sens  des  rotations  positives  sur  la  sphere  celui 
qui  ameiierait  par  une  rotation  de     la  tangenle  positive  T,  au  nicridien  sur  la 

tangentc  positive  T.  au  ])arallele. 

<■)  Ce  tail  resulterait  aussi  immediatement  de  la  transformation  de  I'integrale 
curviligne  en  integrale  double  a  I'aide  de  la  formuie  de  Green.  {C/.  Boulioand, 
Lecons  de  Geometrie  vectovielle ^  p.  256.) 

(^)  II  est  a  remarquer  ici  que  cette  formuie  est  etablie  en  toule  rigueur  etque 
nous  n'avons  pas  eu  hesoin  de  supposer  que  le  contour  (y)  etait  infiniment  petit. 
T-c  lecteur  veriliera  sans  peine  que  la  restriction  que  nous  avons  imposee  a  ce 
coiitiMir  (le  n<*  pas  eiitourer  I'axe  <)  3  pent  ^trc  levee  facilement. 
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la  surface  poiirroul  ainsi  iniisurcr  al^t'briqucmcnl .  siir  rile  sau- 
lement,  los  quantitcs  el.  ch  el  par  suite  (h'leriii iiiei-  I.-  uouibre 
relatif  qui  eu  caraclerise  la  courbure  en  clmciin  de  s»'>  points.  On 
verifie  dii  resLe  immediaternenr  que  le  si^rne  cb;  celle  cuuibure  esl. 
iiub'pendanl  du  sens  con\ ent ionnellement  cboisi  c«jinrno  sens  des 
lolal ions  positives. 

Reinai  c/ues.  —  i"  11  n'est  peul-elrt?  pas  inulile  de  nionU-er  sur 
un  exemple  frappanl  combien  le  point  de  vue  peut  se  trouver 
cbange  suivant  que  Ton  consid^'re  la  surface  seule  ou  I'espace  com- 
plet  dans  lequel  elle  se  trouve.  Deplacons,  le  long  d'un  grand  cercle 
de  la  sphere,  un  vecteur  langent  de  longueur  constante  rest  ant 
orthogonal  a  ce  grand  cercle;  il  est  ('vident  qu'on  definit  ainsi  un 
deplacementparallele  sur  la  sphere.  Or,  un  observateur  de  I'espace 
a  trois  dimensions  regardant  la  surface  sera  tente  de  dire  (]u";ipres 
un  tour  complet  le  vecteur  fait  un  angle  nul  avec  sa  position  de 
depart,  tandis  qu'un  observateur  place  sur  la  surface  le  regardera, 
en  vertu  des  considerations  etablies  plus  haut,  comme  ajant  tourne 
de  2  7T. 

2"  En  particularisanl  le  contour  (C),  on  peut  encore  oblenir 
un  resultal  inlcrcssMul .  Ghoisissons  en  eiTel  pour  ce  contour  un 
petil  triangle  lorjiie  de  trois  arcs  de  gt'-odcsiques  et  soient  A,  B,  G 
les  mesures  arithinetiques  de  ses  angles.  On  verifie  facilement 
qu'un  vecteur  decrivant  par  deplacement  parallele  les  cotes  du 
triangle  dans  le  sens  des  rotations  positives  aura  finalement  tourne 
(Fun  angle  (^gal  a  A  4-  B  +  G  —  tt.  On  ohtiendra  done  la  Qourbure 
lotale  de  la  surface  en  formant  le  quotient  de  cet  «  exces  spJie- 
rique  »  A  +  B  +  G  —  tt  par  T aire  du  triangle  et  en  supposant 
que  ce  dernier^  de^enant  de  plus  en  plus  petit  dans  toutes  ses 
dimensions^  se  reduise  it  un  pointy  Gette  proposition  etait  deja 
connue  de  Gauss. 

99.  Variation  subie  par  un  vecteur  deplace  parallelement  dans 
un  espace  riemannien  le  long  d  un  contour  ferme  tres  petit.  — 

Revenons  a  Fespace  rieuiannien  a  n  dimensions  et  soient,  en 
un  de  ses  points  Po,  deux  vecleurs  tangents  de  composantes  con- 
trevariantes  (dans  dv )  a'  et  a  '.  Ges  deux  vecteurs  definissent  un 
element  lineaire  a  deux  dimensions  II  inclus  dans  la  variete  lineaire 
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lani;t'iil('  cii  V.  Supposons  maiiitciianl  (priiii  poiiil  P  de  I'espace 
tiecrix  I'  till  ai'c  (Ic  ("oiirbo  Po  Pi  pclil   siluc  siir  une  surface 

taii<;c^iite  t*ii  l\i  a  IV'lement  ;  nous  pourrous  supposer  que  cet  arc 
est  trace  sui'  relenient  lui-uiemc.  Allaclious  au  point  P  un  vecLeur 
de  coniposaiites  se  dejdaraiil  [)aral leleiuciil  et  pro[)()sons-nous 
de  calcnicr  Ics  \  a  rial  ions  des  quanliles?'  dans  le  trajel  PoPi-  JNous 
supposerous.  cc  cpii  n'esi  ('^  idem nicul  [)as  une  restriction,  les 
coordonnt'es  dii  pc)inl  l\)  nullcs  el  nous  designerons  par  £  le  niaxi- 
uiuiii  (III  luodiilc  de  l'ens('iiil)l('  do  coordonnees  x'  du  point  P  le 
Ion-  de  J  arc  PoPi- 

Dans  un  deplaceiuenl  infiniuienl  petit  du  point  P,  les  subissent 
les  accroissenienis 

Pour  le  deplacement  total  PqPi,  nous  aurons  done 

Ge  sont  la  des  equations  integrales  qui  pourront  fournir  les 
valeurs  des     au  point  Pi,  en  fonction  de  leurs  valeurs  au  point  Pq. 

>(Ous  les  resoudrons  par  approximations  successives,  en  ne 
gardant  que  les  termes  du  premier  et  du  second  ordre  en  £. 

^»ous  aui'ouh  par  suite  (^) 


/    k    f      /    k    i(o)      \  dx' 


(0) 


\dx'  /(o) 


(0) 


D'ou 


A-    j  i)  it  .s-| 


fJx'  (    t    \  {    k  ) 


p, 


( le>  (piantilo  11,  IT,  11"  restant  bornees  en  module  le  long  de  Fare 
d'integralion). 


(' ' ;  Les  (luautitos  sans  iiidii  c  soiit  relatives  au  point  courant  1*,  celles  afTec- 
tees  de  I'indice  zero,  relatives  au  point  \\. 
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Si,  ('II  parliciiliei-,  l  aic  loriiic  iiii  conlowr  fernn'  (C).  m 

ncj^li^eaiilles  infiniments  petits  du  trolsicme  ordre  eten  suppriniaiil 
l  iiidicc  zero  devenu  inutile,  nous  ainoiis  |)()iir  Ics  variations  du 
\('<  l(Mir  a|)i('s  uu  lour  complet  les  lorniido. 

En  pcrmutant  los  indices  i  el  .y  el  en  iciiiarquanl  (juc 

on  pent  ecrire  cetic  forunile  sous  la  foriuc  suiNanle 

=  —  y  R^'i.q''  f    x'  dx^  —  x'^  dx' . 

Les  inlcj^rales  curvili^nes  (jui  li<j;urenl  au  second  nieuibre  drfi- 
nissent  en  grandeur  et  orientation  Taire  inlerieure  an  contour 
elles  sont  proportionnelles  aux  quantites 

et  Ton  a,  en  appelant  oS  la  mesure  de  celle  aire. 

If.,  ,  .  cr'^oS 

-   /    X'  dx''  —  X''  dx'  =  — - —  ) 

en  posani 


Si  nous  supposons,  comme  nous  le  ferons  par  la  suite  (et  cela 
du  reste  uniquement  pour  simplifier  Tecriture  des  calculs  qui  vont 
suivre),  que  les  vecteurs  (a)  et  (a')  out  pour  longueur  Tunite, 
A  est  alors  egal  au  sinus  de  leur  angle  V. 

On  a  done  la  formule  definitive 

(II)  5^A-^_||rA;,^,.^.^/.. 

Le  produit  interieur  du  vecteur  (ocj  par  un  autre  vecleur  quel- 
conque  (^')  prend  alors  la  forme 
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on  encore 

II  eu  ri'siilic  (Ml  [)aii  i('iilic'[- I'ortliogoiialite  des  vecteurs(i)  et  (04) , 
ce  ([iii  corj'(Vs[)()ii(l  an  fail  ([ue  le  deplaceiuent  parall^le  ne  modifie 
pas  (  a  dos  iiitniimciil  [)etils  dii  second  ordre  prtis)  la  longueur  dii 
M'Cleur  (  * ). 

100.  Courbure  de  I'espace  (H  suivant  I'orientation  11.  —  Si  nous 
prenons  pour  le  vecteur  (Q  un  vecteur  de  I'^l^ment  lineaire  11 
Ncclcur  (a)  par  exemple],  apres  un  tour  complet  le  long  du 
contour  (  C  )  ce  vecteur  aura  subi  un  accroissement  (oa)  dont  les 
composantcs  seront  donnt^es  par  les  formules  (11). 

Eu  i;eneral,  le  nouveau  vecteur  (a)  +  (5a)  sera  sorti  de 
I'clcmciii  n,  nous  Fj  ramenerons  par  une  projection  ortliogonale 
ct  nous  luesurerons  Tangle  ds  que  fait  cette  projection  avec  la 
position  initiale  (a  )  du  vecteur.  Nous  appellerons  courbure  de 

Vespace  c'v  suiv  ant  V orientation  11  le  rapport  ^^[ou  plus  exacte- 

nient  sa  liinite  quand  le  contour  (G)  se  r^duit  a  un  point]. 

Indiquons  rapidement  le  calcul  de  cette  courbure ;  le  vecteur 
(  z  )  —  (  oa  )  elant  tres  voisin  du  vecteur  (a),  sa  projection  sur 
Ti'leiuent  11  en  sera  egalement  tr^s  voisine  et  nous  pourrons 
I  t'crire  sous  la  forme 

(a)  H-  A(a)  -f-  fx(a'), 

les  coefficients  nuineiiques  A  et  p.  etant  Ires  petits  et  tels  que  le 
vecteur  difference 

(a)-4-(oa)-[(a)-i-X(a)  +  fJL(a')] 

soil  orlliogonal  a  cet  element,  c'est-a-dire  aux  deux  vecteurs  (a) 
el  I  v.  )  (fui  le  deleiMuinent. 


('j  La  priisente  demonstration  de  la  formule  (11)  est  due  a  M.  lucres  \Le 
parallHhme  de  M.  Levi-Civita  et  la  courbure  rietnannienne  {Rendiconti 
delta  R.  Accadeinia  dei  Lincei^  vol.  XXVIII,  19/9,  p.  4^5)].  La  plupart  des 
auteurs  donnent  gencralernent  une  demonstration  ou  le  contour  (y)  est  un 
parallelo;,'ramme  ;  il  y  a  cependant  lieu  de  signaler  une  autre  demonstration 
;;6nerale  de  M.  I'.  Dienes  \Sur  I' integration  des  equations  du  deplacenient 
piimllrle  de  M.  Levi-Civita  (Rendiconti  di  P<dcrnio,  t.  XLVIf,  iij23)j. 
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En  cxplicitanl  ces  conclirions,  on  Irouve  pour  /.  el  [j.  Jes  deux 
(equations 

i  X  -h  [JL  cos  V  =  (), 
^'^^  I  XcosV  +  ;.=  ||R/.,.a^'-^- 

(V  clesignanl  comme  plus  haul  Tangle  des  vecleurs  (a)  ct  (a'), 
supposes  de  longueur  i). 

D'aulre  part,  un  calcul  direct  ou  bien  des  considerations 
geometriques  simples  (*)  donne  facilement,  en  se  bornant  aux 
parlies  principales, 

Ze  =  \}.  sinV. 

En  tirant  la  valeur  de  /jl  des  equations  (i3),  on  obtient  pour  la 
courbure  riemannienne  suivant  I'orientation  Q 

D'apr^s  la  sjm^trie  droite  ou  gauche  des  composantes  gu;  et  g"', 
cette  courbure  pent  encore  s'ecrire  sous  la  forme 

V^'*)  (cr,.cr  or  ,  .  {T  .A  nhr 


3S        {ghigrs  —  ghsgri)^^''^ 

et  Ton  verilie  immediatement  qu'on  pent  limiter  les  sommations 
aux  valeurs  des  indices  telles  que  Ton  ait 
h  <  r       et       i  <  s. 

Dans  le  cas  d'une  surface,  la  definition  generale  que  nous 
venons  de  donner  se  confond  evidemment  avec  la  notion  classique 
que  nous  avons  rappel^e  plus  liaut,  et  Ton  trouve  alors  pour  la 
courbure  totale  la  valeur 

Fll2  12 

ce  qui  s'exprime  bien  en  fonction  des  seuls  coefficients  E=  o^^^ 
F  =         G  =     2  (lu  ds-  de  la  surface  (-). 


(')  II  suffit  d'ecrire  la  relation  des  sinus  dans  le  triangle  determine  par  le 
point  P  et  les  extremites  des  deux  vecteurs  (a)  et  (a)-i-  A(a)  -h  iJL(a'). 

(2)  En  particulier,  si  la  surface  est  rapportee  a  ses  lignes  de  longueur  nuUe 
(E  =  G  o),  on  trouve  immediatement  Texpression  bien  connue  de  la  courbure 
totale  sous  la  forme 

_  I  d'  log  F 
F  Oudv 
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101.  Coordonnees  normales  de  Riemann.  —  Nous  vi'iioiis  de 
voir  le  role  esseiiliel  joue  par  le  tenseiir  de  Riemann-Ciirisloirel 
dans  la  definition  gent^rale  de  la  courl)ure.  Ce  tenseur  caract(5rise 
ainsi  la  tacon  prc^'cise  dont  I'espace  s'ecarle  de  la  vari6t(i  lin(iaire 
tangenfe  en  i  nn  de  ses  poiiiLs.  Ce  tail  pent  encore  6lre  mis  en 
evidence,  sons  nne  tonne  egalenient  frappante,  par  I'einploi  (Tun 
syst^me  de  coordonnees  parliculier,  dn  a  Riemann,  el  donl  on 
pent  dire  (ju'il  est  ceiiii  qui  se  rappi-oclie  le  plus,  an  voisinage 
d  un  poinl  donni',  d  un  syslenie  carlesicn. 

(  ionsiderons  un  poinl  i\,  de  I  'espace  dv,  de  coordonnees  x\q^ 
dans  un  syslenie  quelconque,  el  un  vecteur  (Q,  de  longueur 
egale  a  i ,  tangenl  en  P„  a  t<v  el  de  coniposanles  contrevariantes  \K 
Tl  exisle  une  geodesique  issue  de  Po  t^t  tangente  a  (^)  et  la  direction 
de  ce  vecleur  permet  aussi  d'orienler  cette  courbe.  Soient  alors 
V  un  poinl  de  cette  geodesique  et  s  la  mesure  alg^brique  de 
Tare  Po  P  ;  nous  appellerons  coordonnees  rienianniennes  normales 
du  point  P  les  quantites 

\a\  donnee  numerique  des  n  composantes  (reliees  naturel- 
leinent  par  Tequalion  gu-P'tj^^  i )  definit  ainsi  une  telle  geodesique 
issue  de  Po  et  le  long  de  cette  courhe  on  aura 

17  ~         ~7iF  ~        ~d^  ~ 

Si  nous  ecrivons  maintenant  que  les  deux  premieres  de  ces 
d^riv^es  v(3riiienl  les  equations  difiV'rentielles  generates  des 
geod(''siques,  n<Mis  ol)lenons  les  relations 

Ces  relations  sunl  identiquemenl  satisfaites  tout  le  long  de  la 
geodesique  consideree ;  en  parliculier,  elles  le  sont  an  point  Po  et 
coinuKi  nous  aurons  en  ce  point  dc^s  equations  analogues  pour 
loules  les  geodesiques  ([ui  en  parleni,  on  conclul  iuinu'dialeuienl 
ffuc  Ton  aura 
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I.ii  iiullil('!  on  l\,  des  sjmboles  de  deuxienK;  espece  ontraine 
evideinmcnt  la  iiiillife  des  symbol(3.s  de  premiere  espece  et  par 
suiie  celle  des  derivees  partiellcs  premieres  des  coefficients  gn;. 

Le  systeme  riemannien  est  done  vin  sjst^me  j;(''od(''sif|ue  an  ^ens 
du  n"  54.  Va\  n'est  dii  reste  pas  un  systeme  geodesique  quelconque  ; 
il  existe  en  effet  entre  les  valeurs  au  point  Po  des  derivees  d  ordre 
superieur  des  gu^  des  relations  qui  n'existeraient  pas  pour  un 
syst^jme  geodesique  quelconque  et  que  nous  allons  du  reste  etal)lir 
pour  les  d(^riv^es  secondes. 

Puisque  les  equations  (i5)  sont  identiquement  satisfaites  toul 
le  long  de  la  g(5od6sique  PoP,  nous  obtiendrons  de  nouvelles 
identit^s  en  en  prenant  les  derivees  par  rapport  a     ce  qui  donne 


r  t) 
i  \ 


Ges  identit^s  ont  lieu  en  particulier  au  point  Po  et  cela  du  reste 
pour  toutes  les  geod^siques  partant  de  ce  point,  c'est-a-dire  quels 
que  soient  les      ce  qui  entraine  imm^diatement  les  conditions 

L       J(o)  L       J(o)  L  (^x'  J{0) 

En  les  multipliant  par  (^//■)(0)  et  en  tenant  compte  du  fait  qu"au 
point  Po  les  derivees  des  gu-  sont  nulles,  ces  relations  s'ecrivent 
encore 


V 


r  t 

- 

t  I 

I  r 

k 

-V 

k 

-I 

<) 

k 

dx'' 

dx' 

\ 


_  (  d'-glt 


Explicilons-les  et  posons  pour  abreger  Tecritur 
(16) 

elles  deviendroni 

(17)  'i[akril-+-  a/ctir-h  ak/rt]  =  artlk-+-  a//rk-+-  airik, 

en  tenant  compte  des  conditions  evideiites  de  symetrie 
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Telle>  soul  Jcs  conditions  c.vislanl  i-nlrc  Jcs  lierivces  secondcs 
dcs  ^,7-  ail  point  Po-  On  pent  du  reste  les  transformer  et  en  lirer 
une  condition  de  sjmetrie  remarqnable. 

Ecrivons  Fidentite  (17^  sous  la  forme 

peniiLilons-j  les  indices  A  et  r  el  ajoiilons  les  deux  e^ialiles  ainsi 
ohtenues  menibre  a  membre,  le  resultat  s'ecrit  facileuienl  sous  la 
forme 

Or  le  premier  membre  A -h  B  ne  change  pas  si  I  on  v  permute 
simultan6ment  les  indices  t  el  /•  et  les  indices  /  et  Ic,  il  s  ensuit 
qu'on  doit  avoir 

et  par  suite  aussi  separement 

(19)  A  =  B  =  o, 

c'est-a-dire 

Ceci  pos(5,  si  nous  developpons  les  coefficients  J//,  an  voisinage 
du  point  Po  par  la  formule  de  Taylor,  en  ne  gardant  que  les  termes 
d'ordre  an  plus  egal  a  deux  par  rapport  aux  coordonnees  du 
point  P,  le  ds-  de  I'espace  dv  en  ce  point  prendra  la  forme 

ds-  =  [g'ik  ](o)       dx^  -h  ^  aikvL  x''x'  dx'^  dx^. 
Nous  poserons 

3        _  .  _ 

Aa- =  —  -aikrt-£''^^(^^dx'^^ 

eL  celle  forme  quadralique  caracterisera,  a  des  inlinimenl  pelils 
du  troisieme  ordre  pres  par  rapport  a  la  distance  PqP,  Tecart  entre 
la  metrique  de  I'espace  (K  et  celle  de  Tespace  euclidien  qui  lui  est 
tangent  en  P,,.  Xt-  s'appelle  la  forme  de  courbure  et  il  est  facile 
de  transformer  sou  expression  en  y  faisant  intervenir  les  valeurs 
ail  ])()iiit  Po  des  (:onq)osanles  (hi  tenseur  de  Riemann-ChristofTel. 

I^n  elTet,  les  relations  (|ue  nous  avons  etal)lies  enire  les  coeffi- 
cients ciiiiiin  nous  permellciil  d'ecrlre 

3  1  ,  , 
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ou  encore 

—  -«//t//  =  —  [f,  -+-  -{a/i/.r  —  a/kir) 

\r(>/r  louii.  (26"),  CJiiij).  II.  Iciiitnl  coiriple  naUirclleinent  flu 
f;til  que  1(!S  syniboles  de  Clirisloirel  sour  mils       point  1%]. 

Kn  porlant.  ces  valeurs  dans  la  forme  quadraliqiie  Ao-'-  el  en 
reinarquant  que  les  coefficients  provenant  de  la  ])arentliese  du 
second  membre  d(;  la  derni^ire  formule  se  delruiront  deux  a  deux 
diuis  les  soinuialions.  on  obtieni 

En  permutaiii  les  indices  muets  t  et  en  remplagant  Ao-'-  par  la 
deini-somm(^  des  deux  valeurs  ainsi  tronv^'es  er  en  repelant  celte 
operation  sur  les  indices  nuiels  /•  el  /. ,  on  lrou\e  enfin 

Aa2=  -  y^tik7  \()){x'  dx'  —  x^  dx' )  {xf'  dx'  —  x^  dxf"). 
4 

Les  quantites  x'  sonl  en  realile  les  dilFerences  des  coordonnees 
des  points  P  et  Pq  (puisque  les  coordonnees  de  ce  dernier  point 
ont  et(5  supposees  nuUes),  si  nous  les  appelons  desormais  ox', 
nous  avons 

(20)  Aa-=  7  [R^;ytr](0)(o^'<^'—  0^'<^')(^^*'^^' — 

4 

et  A(7'-  apparait  done  comme  une  forme  quadratique  des  compo- 
santes  &  doc'  —  dx'  dx^  du  tenseur  sjmetrique  gauche  representant 
I'tjlement  de  surface  d^fini  par  les  deux  d^placements  de  compo- 
s antes  dx'  et  dx' . 

La  courbure  an  point  Pq  suivant  Forientation  de  cet  element 
est  alors  le  (pu  jtient  de  la  forme  de  courbure  par  Fa  ire  de  F^lement 
en  question. 

IV.  -  ESPACES  RIEMANNIENS  A  COURBURE  CONSTANTE. 

Un  cas  particulier  int^ressant  de  Fespace  riemannien  est  celui 
ou  Fon  a  en  chaque  point  de  Fespace 
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a  etant  line  conslaiite  numericjue,  positive  on  negative.  La  courbiire 
de  I'espace  est  alors  ind(^pendante  a  la  fois  dn  point  ou  on  la 
consid^re  et  de  I'orientation  suivant  laquelle  on  la  incsure  (M- 

Sans  vouloir  etiidier  a  fond  cette  question  des  espaces 
riemannieus  a  coiirl)ure  constaute,  nous  allons  en  indiquer 
sommairement  deux  exemples  simples. 

102.  Espace  spherique  et  espace  elliptique.  —  Prenons  comme 
espace  &  uu  espace  euclidien  a  Ji  -f-  i  dimensions,  rapports  a  des 
coordonn(^es  carlesiennes  norinales  )-P,  et  comme  espace  (K  contenu 
dans  le  precedent  la  multiplicilc  (Tequation 

qui  est  une  extension  toute  naturelle  de  la  notion  de  sphere. 

(')  Schur  a  niontre  que  la  seconde  de  ces  conditions  entrainait  Taulre,  c'est- 
J»-dire  que  si  la  courbure  etait  en  tout  point  de  Tespace  independante  de  I'orien- 
tation, elle  avait  necessairement  la  meme  valeur  numerique  en  tous  les  points. 

La  demonstration  en  est  du  reste  tres  simple.  Si  la  courbure  est  independante 
de  I'orientation,  on  a  en  effet 

a  etant  une  fonction  des  coordonnees  du  point  considere. 
On  aura  done 

d'oii,  par  consequent, 

OU  encore 

R;;.  =  — (n  — I)  a^[, 
puis  par  une  nouvelle  contraction 

R  =  —  71  [n  —  I )  a. 
De  ces  formules  nous  tirons  immediatement 

Or,  nous  avons  demontrc  dans  un  Cliapitre  anterieur  [form.  (87 ),  Chap.  II] 
I'identite 

qui  entraine  immediatement  ici  comme  consequence  (les  cas  de  n  =  i  et  n  =  2 
etant  evidemment  hors  de  cause) 

oa 

— ,  =  o. 

La  fonction  a  ayant  en  tout  point  toutes  ses  derivees  partielles  premieres 
nulles  est  done  une  constante. 
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|>,)iir  iroiiNcr  iiii  sNslt'iiic  (!<■  {•()()rd()mi(''0.s  ciirvilij;n('S  dans 
lCs|)ii(  (•  lK.  il  iKMis  siinira  dc  projclcr  a  parlir  d'uii  point  fixe 
Ics  ixtinls  dc  la  splierc  siir  iiii  plan  li\:e  ft  do  prendre  comme 
])araiiietres  les  c<)ordonn(''t's  dans  cc  plan  dn  jxHur  de  projection. 

\ous  choisirons  d'ahord  coninie  poinl  dc  \  ne  le  point  A  de 
coordonnees 

ji  =  j2  =  .  .  ,  z=  y'l    -  (>,  =  —  f(, 

cl  coninic  j)lan  dc  pi'ojccl  ion .  Ic  plan  (Tcqualion 

y'i~^i  =1  -\-  a. 

Ccci  pose,  la  droile  AM,  joi«'nant  le  point  A  a    un  point 
((uclcompic  M  (de  coordonnees  yP)  de  la  sphere,  coupera  le  plan 
cii  un  poinl  W  doni  les  cooi'donnees  seront 
x^,  ....    .r",    -h  (I. 

Les  //  premieres  de  ces  qnantites  serviront  fie  parametres  an 
point  jM  cr  un  calcnl  ton!  (''h'lnentaire  nous  donnera 

7"  -     —   (  /  =  1 ,  2,  ...,/?) 

et 

en  posanl 

i—  n 

On  ol)licnt  alors  d'apres  ces  formiiles  Ic  ds-  de  Tespace 
considere  sons  la  forme 

i  —  n 

(21)  rt'.v- 


r>"  Prenons  an  conlraire  pour  point  de  vnc  Forigine  O  des 
coordonnees  et  le  nu^'me  plan  comme  plan  de  projection;  des 
calculs  cj;alenu'nt  simples  nous  conduiront  a  relemcnl  lineaire 
sons  la  lorine 


a'^^^^J^dx^y-       a-[  ^^^xi  dx^  \ 


i  —  n  \  1 


(2'0  ds'-  ,  . 
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l^icii  (jii  issiis  (le  1,1  mriiu'  rcprcscn lalioii  i;coin(''tri<jiu'  dans 
Tospacc  &.  (H's  (/.s-  caracterisont  ties  espacos  de  Riemaiin  aiix 
[)roprietes  dillt'reiites.  Dans  \v  premier  luodo  de  projection,  an 
point  de  I'espace  de  Riemann  de  coordonnc'es  ,2'  correspond  nn 
el  iMi  seul  point  M  de  la  s|)here.  l/espaee  i  ieiiia nnien  est  alors  dil 

iJans  le  denxit^nie  mode  an  conlraire.  an  point  M'  correspondenl 
deux  points  Mi  et  M2  de  la  s|dn're.  (^lia inelralemenL  opposes; 
aiilrenienl  dit,  dans  ce  cas,  Tespace  6\,  n'est  pas  homeomorphe  a  lo 
sphere  S  elle-nienie,  niais  liien  a  cetle  sphere  dans  hicpielh'  on 
re^arderaitconinie  non  distincts  des  points  dianietralement  opposes. 
On  pent  encore  dire  qne  Tespace  dv  est  homeomorphe  a  hi  variete 
tormee  th'  rensemble  des  droites  (non  orientees)  issues  du  point  O 
(hms  I'espace  &  <  ^  ),  L'espace  correspondant  est  ahirs  dit  elUpliqiie . 


(')  En  particulier,  si  I'e.space  ol  etait  a  deux  dimensions,  le  splicrique 
serait  celui  d'une  sphere,  au  sens  ordinaire  du  mot,  c'est-a-dire  d'une  variete 
bilaU're;  au  contraire,  le  ds-  elliptique  serait  celui  d'une  variete  unilatere.  IXous 
aurons  I'occasion  de  revenir  sur  ce  sujet  dans  un  Chapitre  complementaire. 
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GHAPITRE  VI. 


LES  GEOMETIUES  DE  WEYL  ET  D'EDDINGTON. 
LES  TRAVAUX  DE  M.  CARTAN. 


I.  —  LA  GfiOMflTRIE  DE  WEYL  (O- 

103.  Le  continu  amorphe.  —  Dans  Fetude  que  nous  venons 
faire,  d'apres  M.  Lcvi-Civita,  de  la  geometric  riemaniiienne.  nous 
avons  introduit,  d^s  le  debut,  la  forme  quadratique  fondamentale 
d^finissant  la  distance  de  deux  points  voisins,  d'abord  dans 
I'espace  3,  puis  dans  I'espace  (K.  Or,  il  exisle  certaines  proprietes 
de  la  multiplicite  qu'on  peul  etudier  avant  I'introduction  de  la 
forme  melrique. 

Reprenous  vine  multiplicite  quelconque  a  /i  dimensions  (c'est- 
a-dire  un  ensemljle  de  points  definis  simplement  par  un  groupe 
de  valeurs  de  /i  variables  x^).  Soil  M  un  de  ses  points,  de  coor- 
donnees  x'\  donnons  aux  variables  des  valeurs  ^  dx'  voisines 
des  precedentes,  nous  dirons  par  definition  que  le  nouveau  point  M' 
ainsi  defini  est  voisin  du  premier.  L'ensemble  des  deux  points  M 
et  M'  enonce  dans  cet  ordre,  definira  un  element  lineaire  en 
ou  encore  un  vecteur  infinitesimal  d  orii^ine  M,  vecteur  que  nous 
representerons  par  la  notation  (MM' ).  Un  tel  vecteur  sera  entiere- 
ment  determine  par  la  donnee  des  coordonn(^esde  son  origijie  et 
par  ses  composantes  dx\  Dans  un  changement  de  variables  {x' .  x' ), 
les  composantes  du  vecteur  se  transformeront  par  les  formules 
lineaires  et  homog^nes 

dx'  =  jc'.  da:'', 


(')  Les  idees  de  M.  Weyl  ont  ete  exposees  par  lui  d'abord  dans  son  Livre  dejii 
souvent  cite  :  Baum,  Zeit,  Materie  (a  partir  de  la  troisieme  edition)  et  aussi 
dans  un  Memoire  special  :  Reine  infinitesimal geometiie  {.Matkeniatiscke 
Zeitschrift,  Band  2,  1918,  p.  .)84). 
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loriniilos  daH>  Icscjiicllo  nous  iiej^ligcuns  naUirellt'inciil  les  iiidni- 
iiieut  pelits  d'ordre  superieiir  au  premier  par  rapport  aux  compo- 
santes  du  vocftMir. 

Les  roiuposaules  d  un  vecleur  iiifinitc'sinial  d'orij^iiie  M  forment 
done  un  systeme  dii  premier  ordrc  coiil levariant. 

Si  nous  considerons  un  autre  point  M"  dont  les  coordonnees 
soient.  x'  -f-  /.  dx^  (  A  elant  un  ju)ud)i  ('  rclal  jl"(|uelconque),  les  points 
AL  et  dt'finiront  un  nouNcau  xccteur  ct  nous  poserons  par 
convention 

(1)  (MM")  =  X(MM'). 

Si  nous  c (jnsidi'ions  enlin  deux  vectenrs  (MMi)  et  (MMo),  issus 
de  M  (;i  de  coniposantes  respectives  dx'  et  qx^  le  vecteur  (MMg^ 
de  composantes  dx' ox'  sera  dit  la  somme  des  deux  premiers 
et  nous  poserons  par  convention 

(2)  (MM3)  =  (MMi)-h(MM2). 

11  est  evident  que  ces  definitions,  posees  dans  un  certain  sjsteme 
de  coordonnees,  subsistent  dans  tout  autre  sjst6me. 

Si  nous  substiluons  aux  quantity's  infiniment  petites  dx'  des 
(puintites  JinicsP  qui  leur  soient  proportionneiles,  nous  dirons  que 
ces  dernieres  sont  les  composantes  dixxn  vecteur  fini  tangent  e/iM 
(i  la  jnultiplicite  et  nous  pourrons  evidemment  appliquer  a  de 
I  els  vecteurs  les  procedes  op(3ratoires  que  nous  venons  de  d^finir 
j)0ur  les  vecteurs  infinit^simaux. 

(^irace  a  (cs  d(''finitions,  Tensemlile  des  nombres  determinant  en 
uu  de  1.1  niidl iplicite  les  coin[)osanles  des  vecteurs  tangents 

issus  de  (m;  point  |ouiss('nl  exactcnicnl  des  mrmcs  propi  icl cs  que 
rcnscudjlc  des  (M)nip()s;iiites  des  vcclcurs  (  au  sens  ordiujiirc  du  juot) 
i^sus  d  uu  |)(jinl  diuis  uu  cspacc  tMiclidien,  Ces  proj)ri(''lcs,  parmi 
l('s(|ii('ll('>  u  .i  cucoic  place  la  notion  de  grandeur  du 

\t'(l(Mii\  cousl  il  iM'u  I  \\\  iiroin/'l  lie  affine,  ou  encore  la  geonietrie 
I  i  lira  ill' .  Diiiis  line  idle  geomi'lric  on  pent  hien  parler  du  rapport 
do  l(mi;u(Mirs  de  deux  vccleurs  in;iul  Ic  un'muc  supporl,  uiais  p;is 
encore  de  la  loni;ueui"  d  iiu  \ecleui'  pns  isoh'uueul ,  ni  du  liipporl 
des  l<)u;;ueurs  de  deux  Nccleuivs  de  direclions  diUV'rentes. 

\  cliiujue  |)(>iul  de  hi  in  id  1 1  pi  M'l  I  e  se  lrou\e  iiinsi  iilhu  lu't'  uue 
ni  III  1 1  pi  i(  ilc  idliuc  de  \eeleiits  liiui;('Uls.    luiiis   iieu   u<'   relie  les 
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multiplicifcs  iillnchecs  a  des  points  tlifi'ereiiLs.  Siiivtiiil  le  ferine  dc 
M.  Weyl,  on  en  est  au  stade  dii  continu  amorphe  {harrs  konti- 
nii  Jiin ). 

lOi.  Notion  de  connexion  affine.  —  ( '.onsidcroiis  maintenanl 
(Iciix  poinis  \  olsins  I?  el  PMcIa  multiplicity,  de  coordonnees  respec- 
iives  X'  (M  X'  -\-  dx'  \  nous  nous  proposons  dY'tablir  une  correspon- 
danciMMih'c  les  ninllipllrll(''S  affines  tangentesqni  lenr  sont  altachces. 
La  condilion  essenticUe  ({no nons  iniposerons  a celte  correspondance 
sera  de  respecrer  les  lois  etablies  au  paragraplie  precc'dent  ;  aurre- 
menl  dit.  si  nous  jixons  en  V  des  vectenrs  relies  par  Tune  des 
etpiations  veclorielles  (  i  )  on  {  •>.  ),  les  vectenrs  correspondanf  en  V 
devront  eire  relies  par  des  equations  analogues.  II  est  evident  qu  on 
realise  le  type  le  pins  general  d'nne  lelle  correspondance  par  une 
lioniographie  dans  liupielle  les  oj  igines  P  et  P'  se  correspondent 
et  (\\n  conserve;  les  elements  a  rinlini  dans  lenr  ensemble. 

Nous  regarderons  alors  deux  ^ectenrs  correspondants  conime 
represenlant  le  memc  vccicur  deplace  parallelemrnt  d  im  point 
a  I'diitrc  (  ^  )  et  nons  emploierons  (tout  an  nioins  an  debut  etponr 
eviler  loul  equivoque')  les  notations  suivantes  :  nons  appellerons 
H'(P)  les  c()mj)osantes  du  premier  vecteur  et  ^'  (P  jP'  )  C(dles  dn 
second,  de  lacon  a  l)ien  niettre  en  evidence  la  provenance  commune 
des  deux  vectenrs  el  les  conditions  du  deplacenient. 

Lii  correspondnnce  afline  en  question  s(;  tradnira  ;ilor>  pur  des 
equations  qu'on  ponrra  ton  jours  ecrire  sous  la  forme 

(3)  ^'■(P!P')  =  r(»*)-^Mr(p,  p')e'-(P)- 

Les  lonctions  G',.(l?,  P' )  de  deux  points  P  et  V  seront  souniises 
en  pins  aux  deux  conditions  suivantes  : 

i"  ("audit ion  dc  continuite.  —  Si  nous  supposons  (pie  le 
point  V  se  contonde  n\ec  le  point  P,  les  deux  vectenrs  corres- 
pondants devront  egalement  se  confondre;  cette  liypotbese  se 
traduit  I'videmment  par  rid(Mitit(^' 

(4)  G:,(P,  P)^o. 


(^)  11  est  a  peine  utile  de  faire  remarquer  (]ue  cette  dclinition  ii  esl  rieu  d'iiutre 
qu'une  simple  convention  de  langage. 
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Si  nous  developpoiis  les  foiiclioiis  iV^.  au  voisinaj^^o  du  point  P, 
nous  pouiTons  alors  ocrirc 

(5)  g:,.(P,  P')  =  r,,(P)«'^-^- +  ...., 

et  los  relations  (  3  )  prendronl  la  i'orme 

(6)  1  p')  =  ^'(P)  —  t^:,..v(P)^'-(P)«^-^-'S 

en  n(^glii;eant  loujours  les  inflniment  petits  d'ordre  supt^rieur  au 
premier. 

2"  Condition  de  coniniutat ivitc .  —  Appliquons  en  particulier 
I'operation  du  deplacenient  parallele  a  im  vecteur  infinitesimal 
(PQ)  de  composantes  ox'-]  ce  vecteur,  deplace  parallelement  de  P 
en  P',  y  prendra  les  composantes 

et  son  extrt^mite  Q',  qu'on  pent  considerer  (toujours  au  meme  ordre 
d'approximation)  comme  faisant  partie  de  la  multiplicitt^,  aura  pour 
coordonn^es 

57' -h  dx^-\-  ox' —  T\,.,;OX>' dx\ 

Au  contraire,  deplacons  parallelement  de  P  en  Q  le  vecteur  PP' 
de  composantes  dx^^  les  coordonnees  de  rextr(^mite  Q'l  du  vecteur 
(QQi )  ^insi  obtenu  seront  de  m^me 

X'  -h  ox'^  -+-  dx'  —  r',.^  dx^'  ox^'. 

Nous  ferons  Diypotliese  supplementaire  que  les  points  Q'  et  Q', 
doivent  coincider  (c'est-a-dire  que  la  figure  PP'Q'Q  est  un  petit 
parallelogvd mine) .  Ceci  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  les 
deplacements  dx'  et  ^x\  cettc  condition  se  traduit  par  les  relations 

Les  lonclions  V[,.,  porteront  le  nom  de  composantes  de  la 
connexion  a/ffine  \  sous  la  seule  restriction  de  sjuietrie  que  nous 
venons  de  leur  imposer,  elles  peuvent  6tre  prises  arbitraireuient 
dans  un  sjsteme  determine  de  coordonnees. 

11  est  du  reste  facile  d'^tablir  les  formules  sui\  ant  lesquelles  res 


(')  Nous  revieiidroiis  plus  loin,  a  propos  des  travaux  de  M.  Cartan,  sur  cette 
<:ondition  de  commutalivite. 
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cocriiciciils  P',,  SO  Iriiiistofiiicroul  dans  im  c lia ii<;('ment  de  roor- 

(loM  IK'CS. 

I);ms  Ic  pjissa^c  (Tim  syslemc  do  coordon lu'cs  x'  a  iiii  aiili-c  ./;'. 
oil  ii  II  ra  en  cllcl 

^^^•(  I>  !  P' )  =      ( F'  )^^/(  P  I  P')  =  [X',  ( P )  +  x^i  ( P )  dx'-^  .  .  :\ PIP'). 

Kii  portant  ccs  expressions  dans  les  jelalious  (6j  celles-ei 
de^  ieiiiieiil 

=^'A(P)"^^(P)-r';-.(p)^/-':p)-^/(p)^/(p)^^'- 

]\Iiiil  iplions  Diaiiileiianl  les  deiix  meinbres  de  cette  equahon 
par  ./ (  avec  sommatioii  par  rapport  a  /  devenii  indice  muet),  nous 
oblieudroiis,  dans  les  m6mes  conditions  d'approximation, 

7,,,  (  p  ;  p'  )  ^      ,  p  )  _  [-  r;:         ,rs^h  ^  jJ,^^/,  J  ^X-  (  p  )  ^  1  ). 

JNoiis  soimnes  done  condiills  a  [)()sei' 

(8)  P'kl=  TirsXi:x)x^-^x'ux'l, 

re  qui  donne  les  forinules  de  transformation  chercliees. 

Les  lonctions  P,,,  ne  sont  par  consequent  pas  des  composantes 
de  tenseurs;  elles  n'en  presentent  le  caractere  que  vis-a-vis  de 
clumgemenls  lineaires  des  variables;  elles  jouent  le  role,  dans  la 
theorie  que  nous  etndions,  des  sjmboles  de  Christoft'el  de  deuxic'uje 

espece  j    ^    J  et   leur  loi   de   transformation   exprimee   par  les 

fojMHules  (8)  correspond  aux  formules  de  Cliristoflbl  telles  que 
nous  les  avons  rencontrees  dans  le  ('Juq)itre  IT. 

Si  nous  voulons  uiaintenant  deplacer  un  vecteur  parallelement 
d'un  poini  a  un  auire  point  P' non  infiniment  voisin  le  long  d  un 
cheiuin  delermine.  nous  nous  ser\ irons,  comme  dans  la  methode 
de  M.  Levi-Ci^ita,  d  un  processus  d'integration  l)ase  sur  Temploi 
des  forjuules  ( G)  {-  ). 


(1)  Les  fonctions  ecrites  dans  le  crochet  du  second  membre  ont  toutes  leur 
valeur  prise  au  point  P. 

(-)  Nous  savoas  alors  que  le  fait  d'avoir  neglige  dans  les  calculs  les  infiniment 
petits  du  second  ordre  se  trouve  regularise  par  les  integrations. 
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\oiis  poLiiTons  alors  icpcler  ce  (juc  nous  axons  dil  dans  le 
Cliapitre  precedent  :  en  general,  si  les  P,,,  sent  (pudconques,  le 
resultal  du  d(5placement  parallele  de  P  en  depend la  essentiel- 
lenient  du  chemin  intermediaire,  et  en  particulier  si  le  point  P 
revienl  a  sa  position  de  depart  apres  avoir  decrit  un  contour  ferme, 
le  vecteur  ne  reprendra  pas  sa  position  primitive. 

Dans  le  cas  ou  le  conlour  C  dcrril  esl  Ires  petit,  en  r^petant  les 
raisonnenients  el  les  calculs  de  M.  Peres  exposes  dans  le  Ghapitre 
precedent,  nous  obtiendrons  les  variations  des  coordonnees  du 
vecl(Mir  sous  la  forme 

(9)  0^/'  =  —  ^  F^v,     I  x'  dx^  —  X''  dx^, 


en  introdidsant  le  tenseur  du  quatrieme  ordre 

analogue  an  tenseur  Riemann-Gliristoffel  et  satisfaisant  comme 
lui  aux  conditions  de  sjmelrie 

(  ■  —  F"^'  • 

Gomme  precedemment  egalement,  la  nullite  de  ce  tenseur  en 
chaque  point  de  la  multiplicity  exprimera  les  conditions  n^cessaires 
et  suffisantes  pour  que  le  d^placement  parallele  d'un  vecteur  soit 
ind(^pendant  du  chemin  parcouru  par  son  origine. 

Nous  pourrons  de  m6me,  a  Faide  des  coefficients  T',.^  d(ifinir  un 
processus  de  derivation  tensorielle,  6tablir  les  Equations  difi'e- 
rentielles  des  lignrs  Lirodrsiques  (caract(5ris(5es  par  la  progression 
par  deplacement  parallele  de  leur  tangente)  et  enfin  batir,  en 
suivant  toujours  les  calculs  d6ja  faits,  une  tht^orie  de  la  courbure. 

Nous  serous  ainsi  arrives  an  stade  de  la  midtipUcite  a  connexion 
ffffinr. 

lOo.  Determination  metrique  et  connexion  metrique.  —  Intro- 
duisons  mainlenanl  en  cliaque  point  de  la  mull iplicile  une  forme 
quadraticpie  gii;dx' dx''  (in^  arianle  par  definilion  par  rapporl 
a  lout  changement  de  coordonnees)  dontles  coefficients  gn^  (qu'on 
peul  loujouis  supposer  svinclrlcpies  en  i  el  A  )  seronl  des  fonc- 
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lions  coiitiinio  dcs  (XMndoiinccs  dii  poiul  coiisKlerc'.  (^eUc 
luniK'  (jiic  nous  appellerons  ];i  forme  metrique  bruf(\  nou^ 
serviia.  non  pas,  coniinc?  c'etaillc  ras  dans  les  Chapitres  anterieurs, 
a  dcjfinir  la  longueur  d'un  vecteur,  mais  simplement  a  definir 
Vegalite  (les  longueurs  cle  deux  vecteurs  attaches  au  meine 
point. 

iSous  dirons  alors,  avec  M.  Wejl,  que  la  multiplicite  porte  en 
chaque  point  une  determination  metrique. 

(icci  pose,  nous  poiirrons  convenir  d'appeler  longueur  du  vecleui- 
de  eonqjosantes     le  iioml)re  /  d^fini  par  requation 

(12)  l'==^gikW. 

E  etant  un  facteur  arbitraire  {facteur  d^ etalonnage),  pouvant 
varier  d'un  point  a  un  autre.  Si  nous  fixons  la  valeur  que  nous 
atlribuons  a  ce  facteur  en  cliaque  point,  nous  dirons  que  la  multi- 
plicite est  etalonnee. 

Ce  choix  ('lant  fail,  nous  pourrons  poser 

(13)  V.gik  =  gik, 

el  la  forme  quadratique  giudx'ulx''  sera  dite  la  forme  metrique 
(' talon  nee . 

L'introduction  de  cette  derniere  forme  nous  permet  maintenant 
de  faire  de  la  geometric  metrique  sur  les  vecteurs  tangents  a  la 
multiplicite  en  chacun  de  ses  points  mais  elle  ne  nous  permet 
pas  encore  de  comparer  les  longueurs  de  deux  vecteurs  d'origines 
difte rentes  (-). 

Mous  allons  maintenant  etablir,  sous  le  nom  de  connexion 
ntrfrique.  nm^  correspondance  entre  les  vecteurs  attaches  a  des 
[)(»inls  dilfei'enti^,  correspondance  entierement  analogue  a  la 
connexion  affine,  mais  portant  seulement  sur  les  longueurs  des 
vecteurs  independamment  de  leur  orientation. 

(')  II  est  a  reinarquer  que  rinlroduction  de  la  forme  nielrique  brute  seule 
periiiettrait  les  definitions  angulaires  en  chaque  point,  comma  nous  les  avons 
etablies  au  Cliapitre  V.  Ges  definitions  ne  dependent  en  elTet  que  des  rapports 
mutuels  des  coefficients  gj,..  La  geometric  dans  laquelle  on  n'aurait  pas  encore 
introduit  la  forme  metrique  etalonnee  serait  done  la  geometrie  con  for  me. 

(-)  Nous  ne  pouvons  en  elfet  pas  prendre  comme  criterium  de  I'cgalite  des 
longueurs  I'egalite  des  valeurs  de  /,  puisque  celle-ci  ne  subsisterait  pas  avec  un 
autre  choix  du  facteur  d'etalonnage  It. 
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Nous  ilclerm inerous  cette  corres})ondaiicu'  pur  ies  conditions 
'snivantes  : 

a.  Si  un  (Ies  Ncclcurs  a  iinc  longueur  nulle,  lo  vecteur  corres- 
pondant  allachc  a  Taulre  point  devra  aussi  avoir  une  longueur 
nulle. 

/>.  Si  un  vecttMir  a  une  longueur  egale  a  la  somine  des  longueurs 
.de  (leu\  autres  (  attaches  au  nienie  point)  la  uieme  relation  devra 
■exisler  entre  les  longueurs  des  vecteurs  correspondants. 

[1  est  evident  (pi  oii  realise  le  type  le  plus  gcuieral  d  ime  telle 
correspondance  en  iissujettissant  les  longueurs  des  vecteurs  liomo- 
logues  a  t^tre  proportionnelles. 

Nous  conimencerons  par  considerer  deux  points  voisins  P  ct  P' 
lie  la  multiplicite,  de  coordonnees  respectives  x'  et  x' ^  dx' ,  et 
nous  regarderons  deux  vecteurs  correspondants  cornme  provenant 
du  meme  vecteur.  de  place  par  cougvuence  d'un  point  a  Fautre    ) . 

^ious  eniploierons  les  uieines  notations  que  pour  la  connexion 
aHine  el  nous  pourrons  toujours  ecrire  la  correspondance  sous  la 
forme 

<i4)  /(PiP')-/(P)[i-^'l>(P,  P')]. 

jNous  soiiiueltrons  la  fonction  <I>(P,  P'j  des  deux  points  P  et  P' a 
la  meme  condition  de  continuite  que  precedemment,  condition 
qui  se  traduira  par  Tidenlite 

<i5)  *         tI>(P,  P)  =  o. 

Nous  pourrons  dcvelopper  la  fonction  O  au  voisinage  du  point  P 

<!(•))  <I)(P,  P')        9,-(P)6^ir'-h.  .  ., 

et  la  relation  de  connexion  in(''tri(pie,  liinitee  aux  termes  du  premier 
i^rdre.  deviendia 

(i;)  /(  P    V')=  /(PiTi—  ~  9,(P)r/^'l  CO- 


Ici  encore  it  s'n^'it  ('videm luent  d'unc  simple  convention  dc  langage. 
(-)  M.  ^^'eyl  adopte  comme  definition  de  la  longueur  du  vecteur  la  valeur  de 

la  forme  quadratique  f,'i^W''  elle-meme  et  non  sa  racine  carree,  comme  nous  le 
faisons  ici.  .J'ai  jugt-  prelcriihlc  di'  nTen  tenir  aux  notations  usuelles  de  la  geometrie 
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Les  loiictions  q,  soiitles  composantes  de  la  connexion  nielrif/ue. 
Elles  peiivent  C'Xvo,  prises  nrbitrairement  dans  iin  syst(>me  de  coor- 
doniitk;s  et  dans  im  ('hihtinia^t!  ([('Icj  inines  (M. 

Si  Ton  rlian«;('  Ic  s>  sl('ine  de  coordonnees  seul,  la  relation  prec(''- 
denle  moiilic  (jiie  l;i  forme  lineaire  de  difTerenlielles  Oidx'  restc 
ln\  ivriiinlc.  el  |);ir  siiilc  (pic  les  o,  InniKMil  iin  sN  slrine  eo\  ;irianl  dii 
premiei'  ord ic. 

Si  Ton  (  lianj^e  ati  con  I  liiiie  rcl;donna<;e  seul,  en  rcni^jlaeHiil  Ic 
inidl  l|dicaleur  E  par  iiii  a  ill  re 

(i8)  p:  =  xe. 

la  relation  de  connexion  metri([Tie  prendra  la  forme 

/2(P|P')=^/2(P)^I_~^.,P),/.^.J, 

/(P|P')  el  /(  P  )  desi^nant  les  noLi\ elles  mesures  des  longueurs 
des  vecteurs  el  9,  les  nouvelles  composantes  de  la  connexion. 
Mais,  d'aiitrc  ])art,  on  aura 

/2(P  I  P';  =  A  (P')  /^(P  I  P')  =        ^  j!^  dxi-^..  .  j  /^(P  j  P'), 

d  oii.  en  portant  ces  expressions  dans  la  relation  precedente  et  en 
comparanl  avec  Tequation  (17), 

106.  La  courbure  seg"mentaire.  —  Enlin.  par  nn  processus 
d'integralion,  nous  delinirons  le  deplacement  par  congruence  d' 


el 


un 


classique.  Les  calculs  en  sont  du  reste  tres  peu  allectes;  on  auia  en  elTet,  toujours 
au  meme  ord  re  pres, 

/■-(P  I  P')  =  r-(P)  [  I  — 9,rP)  dx'  ]. 

C'est  pour  eti'e  d'accord  avec  les  notations  de  M.  Weyl  que  nous  avons  introduit 

un  coefficient  -  dans  les  formules  precedentes. 

(•)  M.  Weyl  reunit  ces  deux  notions  de  systeme  de  coordonnees  et  d'etalonnage 
sous  le  nom  unique  de  Bezugssysteni  que  M.  Juvet  traduit  par  systeme  de 
reference. 
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veottMir  (l  ull  poiiil  ([ucIcoikiuc  ;\  iiii  autre  ])()iiil,  ((^aleJiienl  (jiiel- 
coiiquc  Ic  loii^  (run  cliciniii  dc'lorniiiie. 

Fax  j^riicral.  Ic  resultal  dependra  esseiiticllciiiciit  dii  (  liciiiiii 
iiiU'i-mc'diaire  I't,  en  pai  ti(Mdiei\  si  le  cliemin  ol  ferine,  la  loiii^neur 
lie  I'eprendra  pas  ;\  Tarrivee  la  \aleur  cpi'elle  a\ail  au  (le[)arl. 

Nous  pourrons  lacikMnent,  toujours  en  suivant  les  calcnls  do 
M.  Peres,  eindier  la  variation  de  longueur  dii  \ecreiir  dans  le  cas 
on  le  contour  G  en  question  est  Ir^s  petit.  Indicpions  rapidement 
les  calculs,  en  conservant  les  notations  du  n^  99. 

Nous  supposons  d'abord  le  vecteur  deplace  par  <  onj^ruence  le 
long  d'un  petit  arc  PoPi,  la  variation  de  sa  longueur  sera  donnee 
par  rinlegrale 


^0  =  —-   f  loidx''. 


Les  quantites  /  et  cp,  qui  figurent  sous  le  signe  d'integration  sont 
relatives  a  un  point  courant  quelconque  P,  de  coordonnees  x' ,  du 
cheinin  d'integration  et  Ton  aura  par  suite  (^) 


^10) 

D'ou 

ce  qui  pent  encore  s'ecrire,  en  j)osant 

en  adniellant  que  le  contour  est  ferme  et  apres  suppression  de 
rindice  zero 

( 2 1 )  hi  =  ^^Ifik      X'  da;^  —  dx^ 

Tau  troisieme  ordre  pres), 

et  cette  ('(juation  joue  dans  la  connexion  nu'trique  un  role  analogue 
a  c<dui  de  la  relation  (  9  )  du  n"  lOi. 


( ')  On  suppose  que  les  coordonnees  du  point  sont  nulles  et  que  les  tH)or- 
donni'es  du  point  I*  restent,  le  long  de  Tare  PoP,,  infcri cures  en  valeur  absolue 
ii  nne  (|uanlit(''  trcs  petite  £. 
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(idle  dcrnierc  I'urmuJc  (  uiiisi  dii  icslc  que  Ja  precedeiile;  nous 
nioiilro  que  les  quantil(3S  ///■  formeni  iin  systeme  covariant  du 
seeoud  ordre,  symelri([iie  ^auclie.  M.  \V  e jl  les  regarde  commeles 
{•omposanles  du  lenscui-  d<i  courbure  segnicniairiu  \vav  aiialooi(^ 
a\  ('c  le  leiiseiir  F^,.i,o  tenscur  rle  courhurc  rcchn  iclh'. 

IV(''([iiaLioii  (aoj  iiioiilje  du  resle  iuiuiediiilciucul  (jiic  les  fcjiic- 
lions  fii-  soiit  independanles  de  retaloiinai;!'. 

En  particulier,  la  nuUite  en  cliaque  point  du  Lenscurde  coui  huic 
se<;mentaire  donne  les  conditions  necessaires  et  suffisantes  [)oiir 
(|ue  la  loni;iieur  du  vecteur  deplace  par  congruence  soit  indepen- 
dante  du  cheniin  parcouru  par  son  originc.  Dans  ce  cas,  les  fonc- 
lions  cp/  sont  les  derivees  partielles  d'une  fonclion  -J;  et  si  Ton  change 
(Tc'lalonnage  en  donnant  au  rapporl  A  la  valeur  r'K  dans  le  nou\el 
etalonnage  les  fonctions  cp/  sont  nulles  en  tons  les  points  de  la 
midliplicite  [  d'apr^s  les  fornudes  (  19)  ].  Get  (^lalonnage  particulier 
csl  dil  normal  et  Ton  est  alors  dans  le  cas  de  I'espace  rieinannien 
lei  que  nous  Favons  etudie  dans  le  Cliapiire  precedent. 

Ces  rousiderations  nous  aniencnl  (^et  du  resle  d  une  facon  coni- 
pleleuicul  iiidt'pendante  de  la  notion  de  connexion  afline)  au  stad(^ 
de  la  iHullipl/citc  a  connexion  m/'trique . 

107.  Fusion  de  la  connexion  affine  et  de  la  connexion  metrique. 

—  Suppospns  que  nous  ayons  uiaintenant  une  niultiplicite  donee 
a  la  tois  d  une  connexion  affine  etd'une  connexion  metrique.  Nous 
aduieltrons,  el  celle  Irvjiolliese  paraitra  naturelle,  que  le  cleplace- 
nicni  j}ai  cillrl('  doil  i  f'uf  User  en  nieine  Icinps  le  deplacenient  par 
congruence.  II  est  a  prevoir  que  cette  condilion  inti-oduira  entre 
les  (M)uq)()santes  des  deux  connexions  certaines  relations  que  nous 
allons  elahlir. 

Soit  done  une  niultiplicite  rapportee  a  un  certain  sjsteme  de 
coordonnees  et  a  un  certain  etalonnage  et  soit 

★ 

gik  dx'  dxi' 

la  forme  uuMrique  etalonnee  correspondanle. 

Donnons-nous  un  vecteur  attache  au  poini  P,  de  compo- 
santes  ^'  (P) ;  par  deplaceuu'nl  parallele  de  P  en  P'.  ces  conq^osantes 
de\  K'udront 
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La  lungiuMir  dii  vecleur  dans  cliacmie  Jc  ses  positions  sera 
lion  nee  par  Jcs  l  oi  inules 

y^ous  siipposons  niamtenant  (jiie  ces  deux  loni;iieurs  sonl 
congruentes  dans  la  connexion  nietrique,  c'esl-a-dire  qu  il  exisle 
enlre  <*lles  la  relation 


/(  P  j  P' )  =     P )  [^i  _  i  cp ,(  P )  dx-^  j 


({II i  pent  toLiI  aiissi  bien  s'ecrire,  toujours  an  nieme  ordre 
dapproxiniation, 

/•^(P  I  P')  l-^{P)[i—z,(F)da:-']. 

En  explicitant  cette  equation  el  en  y  remplacanl  les  fonctions 
prises  an  point  P'  par  leurs  developpenients  limites  du  premier 
ordre,  elle  devient 

Or,  celte  relation  doit  e'tre  satisfaile  quelles  que  soient  d'une 
part  le-s  composantes  du  vecteur  considere  et  quel  que  soit 
d  autre  part  le  deplacenienl  r/.r' qu'on  lui  impose  ;  on  en  conclul 
done  les  ecpiations 

'■^  dx^  -^Sikrs, 


dOu  Ton  tire  lacilement  (^j 


et  e nil II 


(')  II  suflit  de  permuter  deux  I'ois  circuluirement  les  indices  /.,  /,  s  et  de 
retrancher  la  premiere  des  equations  ol)lenues  de  la  sonime  des  deux  dernieres. 

Les  quantites  ifr^^^jf;,  ([u'on  peul  encore  ecriro  sont  les  analogues  des 

syinholes  de  <  liristod'el  de  piciiiirre  espece 
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On  voir  (lone  que  la  donnec  dcs  couiposaiilcs  dc  la  r(>Mii('xioii 
jiKMrique  entraino  cclle  des  composaiites  de  la  connexion  affine. 

Enfin  on  Aciillc  iiDuii'dialement  sm-  les  loiJiinlcs  que  nous 
venons  de  Iroiivcr  (jiie  les  T^;.  ainsi  dcfijiis  sont  iiid('j»endanl s  dc 
I'elalonnage. 

Nous  somines  ainsi  arrixcs  au  slade  delinilil'cl  nous  donntToiis 
a  la  mnkiplicile  caracterisee  par  les  dilFerentes  nor  ions  <pie  nous 
venons  d'inrrodnire  le  noni  (Vespace  dc  IVeyl. 

108.  Extension  de  la  notion  de  tenseur.  —  Dans  un  lei  espace, 
il  est  alors  commode  d'elendre  la  notion  de  tenseur.  Nous  regar- 
derons  encore  comme  des  composantes  de  tenseurs  lout  sjsreme 
de  foncrions  qui,  en  plus  des  Iransformations  de  caracl^re  tensoriid 
covariant,  contrevariant  ou  mixic  \is-a-vis  d'un  clianoement  di; 
variables  se  trouvent  encore  muliipliees  par  /^dans  un  chan^emeiil 
d'etalonnage.  L'exposant  e  sera  dit  le  poids  du  tenseur  en  question. 
Par  exemple  les  coefficients  gik  de  la  forme  metrique  ^'talonnce 
sont  les  composantes  d'un  tenseur  de  poids  +  i  (\). 

109.  Generalisation  de  la  notion  de  deplacement  parallele.  — 

Dans  la  geometric  de  Wejl,  on  pent  naturellement  parler  des 
composantes  co\  ariantes  d'un  vecteuren  appliquant  par  definition 
les  regies  (rabaissenu'iir  de  riiidice 

11  est  facile  d'exprimer  sur  ces  composantes  les  conditions  du 
deplacement  parallele.  D'apres  nos  conventions,  le  d(^placemenl 
par  conguence  d'un  vecteur  se  fait  d'apres  la  loi 

/2(P[P')=/2(P)[,_.^.(P),/^Z]. 

11  est  nalurel  d  adopter  une  definirion  analogue  pour  le  transpoi  r 

('j  De  riK'ine,  les  coefficients  i,"^  sont  de  poids  — i,  les  composantes  /,a  et  F^y^-^ 
des  tenseurs  de  courbure  segnientaire  et  vectorielle  sont  de  poids  zero.  Au  contraire, 
ie  systeme  covariant  des  composantes  o,  de  la  connexion  metrique  ne  rentre  pas 
dans  cette  catcgorie,  puisque  sa  loi  de  transformation  dans  un  ciiangement 
d'etalonnage  est  donnee  par  les  formules  (i<j). 

Eddington  eniploie  les  expressions  de  in-tenseur  et  de  co-tenseur  suivant  que 
le  poids  est  nul  ou  non. 
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(lull  prodiiil  sciilairc.  si  I  on  \  eiiL  pomoir  donner  de  ce  transport 
uuc  deriiiiiioii  iiitrliisr([ii('.  iiidependaiite  a  la  fois  du  sjsteme  de 
coordoniKH's  el  de  retaloiinai^e. 

Le  transport  parallele  d'un  vecteiir  de  composantes  covariantes 
devra  alors  se  taire  d'aprtis  une  loi  telle  que  le  produit  scalaire -z^'^, 
se  translorme  d'apres  la  loi  precedente,  quel  que  soit  le  sjsteme 
deplace  lui-meme  parallelement  du  point  P  au  point  voisin  P^ 

Un  calcul  imniediat  nous  donnera  alors  les  conditions  de  depla- 
ceuicnt  parallt^le  sous  la  forme 

( 25 )  ( P  1  P' )  =  ,^-(  P )  [ I  -  9 A- ( P )  r/^^^-  ]  +  r '.-A-  ( P )  ( P )  . 

On  pent  etre  surpris  de  trouver  ici  des  formules  plus  compli- 
quees  que  les  formules  (6)  et  d'j  voir  figurer  les  composantes  cp/,- 
de  la  connexion  metrique. 

En  realite,  cela  tient  essentiellement  au  fait  que  les  syst^mes 
con[re^  ariants  que  nous  avons  introduits  jusqu'a  present  comme 
composantes  de  vecteurs  etaient  essentiellement  de  poids  zero. 
Au  contraire  les  composantes  covariantes,  telles  que  nous  venons 
de  les  definir  au  debut  de  ce  paragraplie  sont  de  poids  i .  Si  on 
les  ramenait  au  poids  zero,  en  les  divisant  par  un  invariant  de 
poids  I  ( j^ar  exemple  par  le  carre  de  la  longueur  du  vecteur),  on 
a  u  rail 

-  h 

et  un  calcul  egalement  simple  donnerait  pour  les  conditions  de 
deplacement  paralltile  du  sjst^me  covariant  Z/  de  poids  zero 

( 26 )  SK P  i  P' )        P )  +  ^Ik ( P (P )  dx^, 

formules  entierement  analogues  a  celles  que  nous  avons  trouvees 
dans  I'espace  riemannien. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  vtjrifier,  par  des  conside- 
rations du  meme  genre,  les  conditions  de  deplacement  parallele 
plus  generales  suivantes,  qu'il  serait  du  reste  facile  d'etendre  a  des 
systemes  tensoriels  d'ordre  quelconque. 

i"  Invariant  de  poids  e 

(27)  /(P;P')=/(P)(i-e?,.Ar^); 

Svsleme  conli  e variant  de  poids  c 
(  -28)  A'(P  i  P')  =  ezkdx'^)  —  V\iktS:'{?)(lx^\ 
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,)"  Syslriilc  covariiiul  dc  p(H(l>  c 

(2:j)  I  P')  -  K;iVMi  —  c-^kdx'<)^  V':;,,k-,X\')dx'<    C  ). 

Oil  poiin;iil  iiiissi  (ic'dii ijc  dc  ccs  (M)n8idt''rati()ii>  v\  de  In  notHui 
dc  li<;iie.s  <;(''()d('si(ju('S,  conuiic  Jiuiis  liixons  l;iit  ;ni  ( iluipilr*'  II.  nii 
[)r()cessiis  cle  derivation  teusoriolle  au  sens  dc  \\  evl.  que  nou^ 
rej^resenlerons  sjmboliquement  par  la  lettre  ^^  el  donl  nous 
donnons  les  formules  pour  Ics  invariants  etles  syslumes  du  premier 
ordre  fl(;  poids  c  : 

(30)  i  w,A'-:=^.-^r!y,..U+eA'>,, 
f  w,A,=  ^-r'^.A-.  +  .^Arfr- 
On  ('Lend rail  sans  peine  ees  ("orimiles  a  des  sjstemes  d'un  ordre 

(|ueleon(pie. 

Si.  en  parlieulier.  nous  les  appliquons  au  sjsteme  lontaiiiental 
co^al•ianl  gn-.  nous  oblenons 

Or,  si  nous  nous  reportons  aux  formules  (22).  sjmbolisant  la 
fusion  (le  l;i  eonuexion  uiehnpie  et  de  la  connexion  affine.  nous  en 
deduison.s  1  inined laleuu-nl  (pie  I  on  a 

(31)  W,.^'',A- =  o. 

('j  Ces  pailiculai'il<';s  se  trouvent  deja,  sans  que  I'auteur  les  signaie  cxplioite- 
rnent,  dans  I'Ouvrage  de  M.  VVe\l  (  Temps,  Espare,  Maticre.  traduction  Juvet). 

A  la  page  98,  avant  l  introduct ion  de  la  determination  mctiique,  M.  "Weyl 
definit  Ic  transport  parallclc  d  un  svsi.  me  covariant  du  premier  ordre  t,.  en 
partant  de  la  condition 

d{-f,.\')  =  o, 

veriliec  quel  que  soit  le  systemc  conlrevariant  ;' dt;plat:e  lui-nieme  parallelenient. 
On  arrive  ainsi  aux  conditions  et  evidemment  ici  il  ne  peut  s'agir  que  de 
systcmes  de  jioids  zero. 

Au  contraire,  paiic  1  i<>,  M.  Weyl,  sans  expliciter  du  reste  le  calcul,  donne  une 
definition  analogue  en  partant  dc  la  condition 

qui  s'appliquc  aux  invariants  de  poids  i  et  conduit  aux  formules  (2b). 
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En  repimaiiL  lo  raisoniiemeiil  clu  second  Chapitre  (n*"  47),  on 
voit  que  I  on  a  aussi 

(32)  \\rP;  =  0,  W,^'^=(> 

vX  nous  relrouvons  in  encore  le  tlieoreme  de  Ricci  :  Dans  la  f^<'iO- 
inetrie  de  WeyU  coninic  dans  la  groimUrie  de  Riemann ,  le 
lenseur  nietrique  fondanientrd  est  stationnaire  en  tout  point 
de  Vespace. 

\  10.  Etalonnage  geodesique.  Systeme  de  coordonnees  geode- 
sique.  —  Gomme  nous  Tavons  vu  plus  liaut,  il  est  en  general 
impossible  (a  moins  que  I'espace  ne  soit  riemannien)  de  disposer 
de  l  etalonnage  de  telle  sorle  que  les  fonctions  cp,  soient  nulles  en 
chaque  point  de  la  multiplicite.  Mais  il  est  toujours  possible 
d'apri^s  les  formules  (19),  de  choisir  le  rapport  A  de  passage  d'un 
etalonnage  a  un  autre,  de  facon  a  annuler  les  fonctions  cp/  en  un 
point  determine  de  Vespace.  L'etalonnage  remplissant  cette 
condition  sera  dit  geodesique  au  point  considere. 

De  mc^me  il  est  en  general  impossible  (a  moins  que  le  ten- 
seur  F^^.,.,  ne  soit  identiquement  nul)  de  disposer  du  sj^st^.me  cle 
coordonnees  de  facon  a  annuler  les  composantes  F^,.^.  de  la  connexion 
affine  en  tout  point  de  la  multiplicite.  Mais  il  est  toujours  possible, 
d'apr^s  les  formules  (8),  de -disposer  du  sjst^me  de  coordonnees 
de  facon  a  annuler  ces  composantes  en  un  point  determine.  Le 
sjst^me  remplissant  cette  condition  sera  dit  geodesique  au  point 
considere.  Le  passage  d'un  systeme  quelconque  au  sj^steme 
geodesique  est  donne,  comme  au  n"  54,  par  les  formules  de 
transformation 

(33)  a:i=^(^xi)i^-^x^—^~{r,,,)^x'-x-\ 

Si,  en  un  point  delermine,  on  fail  clioix  d  la  fois  d'un  etalon- 
nage geodesique  eL  d  un  sysieme  de  coordonnees  geodesique,  les 
formules  {':>-'>.  )  uiontrenl  que  Ton  auia  en  ce  point 

(34)  =  o       el       '-^1  =  (). 


Ml .  Courbure  de  direction.  —  F.es  bens  ([ue  nous  avons  etablis 

Appm  I..  —  V.  II 
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enlrc  k's  composaiiles  de  la  connexion  affinc  el  celles  de  la 
connexion  m('lri(|iie  entrainent  iine  interessanle  deroinposition  de 
la  conrbure  veclorielle. 

Prenoiis  en  eflet  un  vecleur  'd;  eL  faisons  decrire  a  son  orijiine 
un  petit  contour  ferme  C  et  posons  pour  abre^^er  I'ecriture 


=  /  x-'-  dx'  —  x'  dx' 

■c 

Nous  avons  vii  plus  baut  (pi'apres  cette  circulation  ses  co]n[)()- 
sanles  auront  subi  les  accroissements 

(35)  W^^-^^'rsc"^^-^"- 

La  long(U'ur  du  vecteur  aura  subi  elle  aussi  un  accroissemenl  0/ 
el  Ton  Irouve  iininediatement  la  formule 


D'autre  part,  nous  savons,  d'apres  la  rorniule  (21),  que  ol  est  lie 
aux  coniposantes  du  lenseur  de  conrbure  segnientaire  par  la  relation 

En  introduisant  cette  valeur  de  dl  dans  Fequation  precedeiite. 
on  obtienl 

et  coinme  cette  idcntitc'  doit  avoir  lieu  (picl  rpie  soil  le  vecteur  ^' et 
quel  que  soil  Ic  icnscui  s\inetrique  i;aLicbe  l'*^,  on  en  conclut 
entre  F^^.^.^  et /,/  la  relation 

(36)  hrfst  =  -gik'P'rs,-hkns,. 

Nous  pouvons  alors  poser 
avec 

et  la  relation  precedente  se  traduit  par  le  fait  que  les  expres- 
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sioiis  ^T'  I,.,,  seroiil  s)  iiJ(jli'ic|U('^  i;aucli('s,  noii  ^euJciiiciil  cii  .s  el  I 
(  ce  qui  t'taii  evident),  mais  encore  en  i  et  /'  (  ^). 

11  s'ensiiil  que  raccroissenieul  o'c/'  donne  par  la  foriniilc  (  .)5) 
peul  se  decomposer  en  deux  parlies  :  la  premiere.  ])r()venant  des 
lermes  ^,v.v/.  correspond,  com  me  dans  le  cas  jiemaiinieii .  imique- 
Lueiil  a  line  variat  ion  dans  la  dire(M ion  dii  vecleur,  sans  cliani^cmenl 

de  loni;ueur  (-)  ;  la  denxieme,  pro\enanl  du  lerine  -^girf.si^  cojies- 

j)()nd  (comme  on  le  verifie  facilemeni )  iniKpiemenl  a  iin  clian^cmenl 
de  loni;neur  dn  \ec1eiir.  sans  eliani;emenl  d'orienlal ion.  M.  Weyl 
rei;arde  Ics  quanliles  ^i*  ir.st  comme  les  coiiiposa  lUes  du  tenseur  de 
roiirJ)Jire  de  direction   (Richluni;skrummunf; ).  11  est  du  reste 

possible  de  calculer  ces  composantes  en  fonclion  des  gn-  eL  des  cp/, 
nous  reiiverrons  sur  ce  poini  au  Memoire  deja  cile  de  evl  (•^  ). 

Remarque.  —  La  plupart  des  auleurs,  exposant  la  tlieor'ie  de 
Al.  A\  evl.  parlent  d'etalons  materiels  de  loni;ueur  clioisis  en  cliaque 
point  et  des  modificalions  que  peuvent  subir  ces  elalons  quand  on 
les  transporte  d'un  point  a  un  aulre. 

iSous  nous  sommes, sjstematiquemcnl  abstenus,  jusqu'a  present, 
de  cette  facon  de  parler  et  il  nous  a  paru  plus  ciair  de  batir  d'abord 
line  tlieorie  purement  mal lieinatique  des  multiplicites. 

Plus  lard,  lorsqu'on  voudra  appliquer  cette  tli(30rie  a  une  etude 
de  plu'iiomenes  phYsi(|ii('s.  il  nous  I'audra  faire  appel,  pour  deter- 

minei'  Ic^  lonclioiis  i,',/,  el  o,  r(dau\es  a  Tespaceree].  aiix  proprietes 

(')  II  est  important  de  bien  remarquer  que  les  composantes  entierement  cova- 
rianles 

du  li-nseur  du  courbure  vecloi-iclle  ne  satisfont  |)as  a  toutes  les  conditions  de 
symetrie  du  tenseur  de  Rieniann-(  liiistolTel,  mais  bien  sculement  aux  deux 
suivantes,  qui  sont  des  consequences  des  forniules  (n) 

17      —  p. 

u  s  I  —       ^  i/  l.si 
l\>.v/-^F/.v/r+F//,-.v=  O- 

De  leur  cdtc,  les  quantitcs  .'7,,.^,  ne  satisfont  pas  a  la  condition  de  symetrie 
cyclique,  en  general. 

(^j  C't'st  une  consequence  directe  des  symetries  des  .'7,,.^,. 

(  ■^ }  Heine  Infinitesirt\(U geometric  M.  Z.,  p.  4^3.  —  Voir'  egalement  :  G.^lbhun, 
Introduction  a  ht  theorie  de  la  Hclalivite  p.  878. 
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(Jes  corps  (jiril  coiilieni;  ct  c  esl  d  jipics  ccs  j)ropji('l(''>  (|ne  I'oii 
diva  (<\\^c  peiit-ctrc  vine  certaine  pari  <lr  convention  j  quo  Fespace 
esl  ciiclidicn,  licDia iin icii  on  (jiic  cCsl  iin  cspacc  dc  WCjl.  Cellc 
I'liidc,  comnic  loiilc  ('UkJc  expcrinionlaJc,  nc  ponrra  jamais  ctro 
failo  avcc  nnc  ri^iiciir  ahsoliio,  et  nons  avons  jnjic  preferable  de 
ne  pas  nielanj^er  celle  (pieslion  des  erreiirs  crobsei'va I  ion  a  iine 
llieorie  (pii,  dans  ce  (diapilic.  esl  encore  ahsliaile. 

112.  La  geometrie  de  M.  Eddington.  —  3<oiis  dircms  seulenienl 
ici  qnelqnes  jnols  (Tune  i;('nei  ;disal  ion  (pie  M.  Eddington  a  donnee 
de  la  notion  de  connexicni  inelri(pie,  renvoyant  ponr  le  develop- 
penient  de  la  lln'oi  ie  aii\  li  a\  aux  dn  savant  astronome  j. 

Alofs  (pie  d.ins  la  llieorie  de  M.  Wcjl,  la  variation  dn  carri;  de 
la  loniiiieni-  d'nn  ^ecle^rr  (U'placi'  par  coni;rnence  dn  jioinl  an 
poinl  P'  esl  conipb'lenieni  i ndejx'ndanle  de  TorMMilalion  de  ce 
vectenr  et  ,s  e\[)rinn'  par  la  lorinide 

/2(p  I  p')  _  /HP)  P)9.(P).^'(P)^'-(P)^''-^% 

M.  Eddington  adniet  an  contra  ire  nne  connexion  nR'tri(pie  dans 
laqnelle  cette  varialion  depcjidrait  de  /ons  les  t^'k-ments  dn  vecteur 
(c'est-a-dire  aussi  bien  de  soji  orientation  (jue  de  sa  longneiir).  La 
connexion  nu'lriqm'  se  Iradnit  alors  par  la  foi'ninle 

/•i(P  {  P')  _  /2(P)        A,x,,^'.^/^  «fx-s 

dans  laqnelle  on  pent  toujours  supposer  les  coefficients  A,/,^  sjmtf- 
(riques  par  rapj)ort  anx  indices  i  et  A". 

Naturellement  les  consid(^rations  qne  nons  avons  exposees 
an  n"  107,  relatives  a  la  fusion  entre  la  connexion  affine  et  la 
connexion  ni(jtri(jne,  devront  cHre  reprises  ici  ;  en  tout  cas  la  nou- 
velle  g(^ometrie  renferme  beaucoup  pins  (rarl)itraire  qne  celle  de 
M.  Wejl,  et  ce  sera  senlement  Fessai  (ie  son  application  anx 
tlit^ories  phjsicpies  qui  dckidera  si  elle  doil  lui  etre  pre^ferc^'C. 


(')  Voir  en  particulier  I'Ouvrage  de  M.  Eddignton  :  77ie  mathematical  Theory 
of  Relativity  ^  Cambridge,  igaS,  p.  :»i.3;  aiiisi  que  le  Menioire  suivant  du  ineme 
auteur  :  A  generalisation  of  WeyCs  Theory  of  the  Electromagnetic  and 
Gravitational  Field  (Proc.  Boy.  Soc,  A,  99,  xg-ii,  p.  lo/j)- 
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II.  —  LES  TRAVAUX  DE  M.  CARTAN. 

\()iis  iTinons  |)as  rinleiilion  (ri'ludicr  ;i  fond  dans  ce  Chapilre 
Ics  ll■a^all\  dc  M.  Cartaii,  rclalils  aii\  sujcls  que  nous  trailons.  Ces 
lra\aux  depasseni  en  cllcl  de  l)('aucou])  lo  cadre  de  nos  actuelles 
piH'ocupalions  el  sonl  du  resle  encojc  en  eonrs  de  publication  (i). 

ISous  lenons  cependanl  a  en  soulli;n('r  ici  Tiniporlance  profonde 
el  a  en  <lire  lout  an  nioins  quelques  niols  (|iii  eclaireront  un  point 
pailiculier  de  la  theorie  de  M.  Wejl.  PSous  conserverons  naturel- 
lenienl  les  notations  dont  nous  nous  somnies  servis  jusqu'ici,  bien 
(pi  elles  soient  differentes  (dans  la  forme  lout  an  moins)  de  celles 
de  M.  (Harlan. 

113.  Critique  de  la  condition  de  commutativite.  Les  espaces  a 
torsion.  —  Dans  Fcrtude  que  nous  avons  faile  des  varietes  a  con- 
nexion alfine,  nous  a^ons  siiivi  Fexpose  qu'en  a  donne  M.  Wejl 
dans  son  Menioire  deja  cilc'  :  lleiiie  Infinitesimalgeoinetrie^  et 
nous  avons  en  particulier  puise  dans  ce  travail  la  lot  de  commu- 
lativitf''  qui  nous  a  conduits  a  la  symetrie  des  composantes  de  la 
connexion  affine.  Dans  son  livre  fondamental,  Raiini^  Zeit^ 
Mdlci  ic  Al.  A\  evl  suil  ini  cliemin  different.  II  aclmet,  comme 
posiulal.  a  la  base  de  la  notion  de  connexion  affine,  Texistence 
d  un  .s>stenie  de  coordonnees  gcodcsique  en  un  point  P,  sjsteme 
defini  ])ar  le  fait  que  le  deplacement  parallele  d'un  vecteur  du 
poijil  V  a  un  point  voisin  P'  se  traduit  par  la  conservation  de  la 
x  alcnr  dc  ses  composantes  contrevariantes.  II  est  Ires  facile  de  voir 
(|iie  ce  [)osiulat  de  Texislence  d'un  sjsteme  g(5odesique  en  chaque 
poini  de  la  multiplicile  ( -  )  entraine  la  sjmetrie  des  F',.^  relati- 
xcmenl  aux  indices  r  et  .9. 

Sdil  (Ml  le  syslcme  jjeodesique  en  P  fexisianl  j^ar  hjpo- 


(')  Les  l);ises  s'en  trouvent  dans  une  serie  de  notes  successives  aux  Comptes 
rendus  de  I'Acadeniie  des  Sciences^  192  ',  i''""  sem.,  t.  17/4,  p.  437.  SgS,  784,  867, 
iio4:  ces  notes  ont  ete  dcveloppees  dans  le  Memoire  suivant  :  Sur  les  varietes  a 
connexion  affine  et  la  theorie  de  la  Relativitc  generalisee  (Ann.  Ec.  Norm., 
192.3,  t.  40,  p.  ;V.>5,  et  1924,  t.  41,  p.  t). 

Naturellement,  le  systeme  geodesique  n'est  geodesique  que  poui*  le  point 
auquel  il  correspond,  mais  on  suppose  qu'a  chaque  point  est  attache  un  tel 
systeme. 
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lli('.si'),  coiisidcroiis  iiii  poinl  noisiii  P'.  dc  coordotiiK'Cs  ./  ' ^^/.z', 
le  deplacoineni  ]);irallele  d  un  nccUmii  dc  P  ni  I*'  oi  idors  cjniic- 
l(''ri.s(';  par  Ifts  ('(ju a  I  ions 

;'(PIP')  =  ?'(P)- 

Mais  d'aiiljc  ])arl  si  nous  passons  d(*  cc  systeme  geodesicpic  a  uii 
auhc  (pi(dcon(pi('       nous  anions 

£/(?!?')  =  ^;.(P')  ^YP  i  P')  =  f^rfrP)-^  ,/■;,( Pj^'-'H-.  .  .  |;'<  P  i  P';. 

l)"ou.  en  poilaul dans  Ics  iclalions  j)r(''C('denle's  el  en  nc  Icnaul 
coinplc  (pic  dcs  Icrnics  du  prcinicr  ordrc, 

P  I  P' )  =      ^''C  P )  —  x'r,  ^'X  P  )  dx% 

cc  (pii  dcvieiil,  en  inullij)lianl  Ics  deux  nuMiibres  par  oc^l  (avec 
soininalion  |)ai-  rapporl  a  i). 

2/'  (  P  I  P'  )       III  (  P  )  —  X\.,X'J  "i'X  P  )  dx\ 

^.oiis  sommes  done  eondnils  a  posei- 

ioriiiiilc  (pii  mcl  hieii  en  e\ideiiee  la  sN  iiu'lrie  en  (pieslioii. 

Les  conditions  posees  par  M.  Weyl  dans  ses  travaux  :  exislenee 
d  un  siciiic  ;^('odesique  en  iiii  poinl  el  loi  de  coinniulain  ile  soul 
done  enhcfciiicnl  e(piivaleiiles  ). 

Or,  comme  le  tail  rciiiai  (picr  M.  Carlan  an  debnt  de  son  Aleinoire 
des  Aimales  de  lEcole  Nor  male,  on  ne  voil  ])as  tres  bien  la  neces- 
sih'  ]oi;i(pic  dc  I'cxislcnee  d  un  svslcine  i^eodesique,  el  Ton  penl 
en  dire  aulani  dc  la  lot  dc  <  (tiniiiiilal  i\ ile. 

Montrons  done,  d'apres  les  idees  de  M.  Gartan,  commenl 
s'introdnit  eefte  loi  de  s\  rncliic  et  qu'elle  est  sa  signification  precise. 

Siipposoiis  d(dinic,  coinnic  nous  Favons  fait  an  n"  104,  la  notion 
de  connexion  al  liiic  cnlre  les  iniiltiplicites  tangentes  en  deux  points 
voisins  P  et  P'  par  les  form u Ics 

J / ( P  !  P' )  =    ( P )  -  P!,>- ( P )  H'-  ( P )  dx^ , 


(')  iXous  avons  vu  eu  efTet,  au  n"  110,  que  la  loi  de  commutativite  entiaine 
l  existence  d'un  systeme  geodesique  en  un  point  determine. 
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It's  coetlicieiils  T'.,..  a'eLaiil  assujoUis  [)()Lir  Ic  iiiomenl  a  auciinc 
condition  clc  symetrie.  Ges  relations  pcLinellcnt  le  reprragc. 
I  iin  [)ai'  rap[)orl  a  raulit'.  dcs  csparcs  alfins  langeiits  aux  ])Oint,s  I* 

II  esl  (Ml  cllcl  nalurcl  dc  pn'iidi'o  pour  coorduiuires  retalivcs 
dii  poini  V  pai-  ra[)port  au  poini  V  les  dillerences  dx'  des  coor- 
doiiiic'es  do  ces  deux  poliils  {  '  ).  Siipposoiis  niainteiiant  uu  Lroisi^me 
point  repere  par  rapport  an  point  V  ct  dc  coordonnres  rela- 
tives 0./'  [)ar  rapport,  a  ce  point.  Pour  Ic  rcpt'icr  pai;  ra[)[)orl  an 
poini  l\  nons  transport erons  par  deplacenicnl  [)ai'all6le  le  vec- 
tenr  )  tic  V  en  P  el  nons  ajouterons  les  cojnposantes  du 

xeclcnr  deplacc  aux  rooi  floiiiircs  relatives  dx'^  du  point  P'.  (  Ce 
soul  an  fond  les  opei-alions  qne  Ton  fait  pour  efl'ectuer  les  cliani^e- 
nients  d  axes  de  coordonnees  en  geom(5trie  classique.  j 

En  proct^dant  ainsi  de  proclie  en  proche,  nous  pourrons  reperer 
un  point  quelconqne  de  la  mnltiplicite  et  Ini  donner  des  coor- 
donnees relalives  par  rapporl  a  un  point  fixe  pris  comme  point 
initial.  NalnrclKMncnt,  ce  r('|)(''rai;e  dependra  en  general  des  points 
interniediaii't's.  <  "csi-a-d i ic  dn  cliemin  choisi  pour  joindre  les  deux 
poinl  s. 

11  est  facile  d'etablir  les  lormules  donnant  ces  coordonnees 
relatives,  dans  le  cas  on  le  [)oinl  qne  Ton  vent  reperer  reste  dans 
l  entourage  immediat  du  point  initial. 

Considerons  en  effet  deux  points  Po  et  Pi  de  la  mnltiplicite. 
relics  par  un  certain  arc  de  conrbe;  nous  supposerons  que  les 
co(n"doniiees  du  point  1%  sont  nnlles  et  que  le  long  de  Tare  en 
question  les  valeurs  absolues  des  coordonnees  restent  inferieures 
a  nn  noinbre  lixe  Ires  pclil  i.  Nons  nous  proposons  de  reperer  le 
point  ])ar  rapport  au  point  Pour  cela,  soit  P  un  point  quel- 
con(pi('  de  Tare  PoPi  de  coordonnees  x\  supposons  que  nous 
ayons  re[)ere  Po  par  rapport  a  P  et  soient  a'  les  coordomiees  rela- 
lives (pic  nons  avoirs  eti'  aniencs  a  lui  donner.  Passons  du  poinl  P 
a  nn  point  IrcsNoisin  P' dc  coordonnees  5?' -j- </./' cl  soicnl  y.'^dx' 
les  (■()(, rdon nrcs  rchf  lives  dc  P,,  par  rapp(^rt  a  P'.  iNous  obt  lend rons 


(')  M.  Carlaii  prend  d'une  facon  plus  generale  pour  coordonnees  de  P'  par 
rapport  a  P  des  combinaisons  lineaires  et  liomogenes  des  dx',  ceia  ne  modifie 
pas  essentiellement  ce  que  nous  avons  a  dire. 
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€0s  deriiieres  en  Ininsportant  piir  duplMcenici) I  inniillelc  Ic  Ncclciir 
(ie  composanUis  a''  de  P  en  P'  et  en  {ijoiitani  aiiv  coiiiposaiilcs  dii 
vecteur  ainsi  di'place  les  cooirlonnees  reLalives  — dx'  dc  I?  pai- 
rapport  a  P' ;  ecci  nous  coudiiira  aiix  <''(pial ions 

( 38)  d-jJ  =  —  dx^  —  r;,,,  a'-  dx'. 

On  en  deduil  de  siiilc  pour  les  ('(x^rdo/u/rcs  relafives  de  l*„ 
par  rapport  a  P| 

(3())  (a')(i)  =  —  /      djj' —  /  r',,,'x'dx'. 

dv„v, 

Ges  relations  sont  des  ('([iia  I  Ions  inte^rales  d'oii  nous  allou^  iirer 
approxinial  Ivenient  la  valeur  des  (a'-)(i)  en  tenani  conj|)li'  dii  fail 
<pie  Tare  \\\\  est  lr6s  pelil. 

Sous  le  signe  d'inlegration,  les  (pianliles  V',.^.  et  a'  sont  prises 
au  point  courant  P,  ou  aura  doue  en  les  d(''\ cloppa ut  au  \ oisi ii;i<;e 


fJx'  / 


(0) 


[en  tenant  com[)le  nahirellement  de  la  relation  (38)  et  du  fait  que 
les  a'  s'annulent  evidemment  en  Po]. 
On  a  alors 

( a' )( , )  =  —  /      dx^  -I-  (  rf,,,  )(o)  /      X'-  dx'  -f-  H  "z-'. 

Supposons  niaintenant  le  contour  ferme  et  Pi  coincidant  avec  Po 
nous  aurons  (  aux  infiniment  petits  du  troisi^me  ordre  prt'vs^ 

(a'),t)  =  (rS,,)(0)  /  x'  dx% 

ce  qui  pent  encore  s'ecrire,  cominc  nous  I'avons  deja  fjiit  souveni, 

( 4o  )  ( a' )( 1 )  =  7  [  r:,,,  —  ri,,.  ], 0)  /  oc'-  dx'  —  X'  dx'\ 

Ges  forniules  definissent  ainsi  le  repcrage  da  point  Po  par 
idpport  d  lui-meme  lorsqu'on  prend  comme  intermediaires  une 
serie  de  points  echelonnes  sur  le  contour  C. 
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L;i  Condi  I  ion  de  spinel  tie  1',,,^        cxpriiiu;  done  la  condition 
nt'ccssjiire  el  snffisante  pour  (|U('  ccs  coojdomices  relatives 
soicnl  nnlles  qncd  (juc  soil  Ic  conloiir  C. 

Tel  est  le  sens  precis  dc  la  condilion  iinposee  anx  ospaces  de 
W  cnI. 

Si  coiilrairc  nous  nc  laisons  anciine  Iijpollicse  restrictive 
sur  les  ccnnposanlcs  de  l.i  connexion  afrine,  les  (3c')(i)  ne  seront 
pas  nuUes  en  i;eiieral  el  les  lormides  qui  les  donnent  montrent 
imniediatement  qne  les  qnantites  T',.^. —  F'^.^.  sont  les  composantes 
niixles  d  un  lenseur  dn  tioisi^me  ordre  (^). 


114.  Le  tenseur  de  torsion.  —  Nons  pourrons  alors  poser 

i  r!r.v-r!.,,=  2T!,,, 

ce  (|ui  donnera 

(42)  r:,,=  t:,,h- Y^,,. 

Le  lenseur  T  (  symetrique  ganclie  par  rapport  anx  indices  r 
et  s)  caracterisera,  d'apr^s  M.  Cartan,  la  torsion  de  I'espace 
considere. 

(hiant  anx  quanliles  v'^..,  elles  obeiront  a  la  loi  de  sjmetrie 
droit  c 

(43)  y(,,,=  y(„., 

inais  ne  [)res('nl eron t  pas  le  caraclere  tensoriel  ( saiif  natnrellement 
^is-;■|-\is  d('s  cJi.-ni'^ciuenls  dc  ^;!l•iables  lineaires). 

( )u  poui'ra.  dans  ces  espaccs  a  torsion,  inlrodnire  exactement 
coiiiuic  nous  I'avons  fait  pl(i>  Ini ul  la  notion  de  connexion  m(3trique, 
el  cu  cUccliuint  la  lusion  entre  ces  deux  connexions,  on  demontrera 
(pic  l;i  dounee  (uhil ]<il re  des  composantes  cp,  de  la  connexion 
nu'liKpie.  jointc  <i  ccHc  des  composantes  T'^.^.  du  tenseur  de 
loisioii.  dclcriii  me  entiereiueiil  les  coinposanles  de  la  connexion 


(V)  On  vcrificrait  immediatement  du  reste  sur  les  formules  (8)  (dont  la 
demonstration  ne  s'appuie  pas  sur  la  loi  de  commutativite )  que  ces  expressions 
presenlent  bion  le  caractere  tensoriel. 
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iiffliK*  |)itr  Ics  fori) Miles 

J  /  *  ★  * 

Les  espaces  de  M.  Woyl  ci[)|)araissenl  alors  comine  uii  cas 
parliciilier  des  espaces  de  M.  Cfirtan  et  qui  comprenneiil  aiissl 
a  fot  iioi  i  les  espaces  riemniiiiicii^  el  les  espaces  euclidiciis. 

Enflii,  nous  citerons  encore  pour  terminer,  dans  un  ordi  e  d"i<l(''es 
analogue,  un  Memoire  de  J.  A.  Schouten  (Math.  Zeitschii ft , 
t.  XIII,  1922)  et  des  Iravaux  encore  en  cours  de  publication  de 
P.  Dienes  \^Sur  la  sltucturr  mat JiemaLirfue  dii  Cf flail  Icnso- 
ricl  [Journal  de.  Mallirmalifjucs  purcs  et  appliqurcs .   I.  \W. 


(.IIAI'lTRE  Ml. 


APERIJIS  III'  (iKOMKTRIE  CAYLEYENML 


Nous  voudrions  dans  ce  Chapitre,  qui  forme  en  quelque  sorte  un 
appendice  a  celte  premiere  Partie,  exposer  quelques  considerations 
d'ensemble  el  dire  un  mot  a  titre  d'exemple  des  Geometries  non 
euclidiennes  generales  sous  la  forme  qui  leur  a  ete  donnee  par  les 
travaux  de  Cayley. 

I.  —  CONSIDERATIONS  GfiNERALES. 

11.) .  Geometrie.  Edifice  geometrique .  Schema.  —  On  donne 
communenient  le  nom  de  geometrie  a  un  ensemble  forme  de  sciences 
parfois  bien  dillerentes  parmi  lesquelles  on  peut,  a  notre  avis,  distin- 
guer  trois  concepts  dislincts  auxquels  nous  donnerons  les  noms 
respeclifs  de  «  geometrie  »,  «  edifice  geometriqae  »  (ou  encore  edifice 
logique)  et  «  schema  i^eometrirjue  ». 

La  «  geometrie  »  sera  pour  nous  la  science  de  la  mesure  experi- 
mentale  des  longueurs;  elle  porte  sur  Punivers  dans  lequel  nous  vivons, 
elle  en  est  la  geodesic.  Basee  sur  des  experiences  physiques,  elleestun 
ciiapitie  de  la  physique^  science  dans  laquelle  elle  prend  une  place  de 
plus  en  plus  preponderante.  Sous  la  dependance  de  nos  sens  et  de  nos 
inslniments,  elle  devra  cependantse  degager  des  erreurs  d'obs6rvation 
et  tendre  vers  des  enonces  precis,  non  appioximatifs  comme  ses  bases. 

Un  «  edifice  geometrique  »  sera  une  science  abstraite,  comme 
Talgebre,  une  pure  succession  de  syllogismes.  Fruit  de  la  seule  pensee 
d'un  savant,  elle  n'est  justiciable  que  des  icglesde  la  logique  formelle, 
elle  est  independante  et  de  I'evperience  et  des  representations  que 
Ton  pcul  donner  de  ses  concepts. 

Un  «  schema  geometriq ue  »  sera  une  representation  concrete  d'un 
♦'dilice  geometricjue,  un  support  pour  les  raisonnements.  Un  schema 
n'est  ni  n  rai  ni  faux,  il  est  seulement  plus  ou  moins  commode.  11  faul 
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se  garder  de  le  confondre  avec  une  geoirietrie,  il  ii'exisle  que  dans 
notre  imagination  et  il  peut  atteindre  la  meme  perfection  que  Tedifice 
logique  qu'il  represente. 

La  geometrie  est  done  objective,  antant  que  la  science  peut  Tetre, 
Tedifice  logique  et  le  schema  subjectifs. 

Le  tableau  suivant,  qui  groupe  quelques  exemples,  recisera  pour 
le  lecteur  le  sens  que  nous  donnons  a  ces  mots. 


Edifice  logique 
( Haisonnement. ) 


NOUVKAU  THRMK. 

Snheina 
( Representation 
spatiale). 


Geomelrie. 
(Science  exporimentale ). 


Algebre. 
Exemples  : 
Edifice   euclidien  a 
l)oints  cycliques 
imaginaires 

Edifice  euclidien  a 
|  )  o  i  n  t  s  c  y  c  1  i  q  u  (3  s 
reels 


Edifice  cayleyen 
2  i 


K 


Edifice  cayleyen 
2 

R* 


K 


Etude  d'une  forme 
quadratique  de  dif- 
ferentielles. 


ANCIEN  TEHME. 

Geometrie 

Geometrie  euclidienne 
ordinaire. 

Geometrie  hyperbo- 
lique  speciale. 

Geometrie  cayleycnne 
a  absolu  j)seudo- 
reel. 

Geometrie  non  eucli- 
dienne de  Riemann. 
Geometrie  spherique. 

Geometrie  cayleyenne 
a  absolu  reel. 

Geometrie  non  eucli- 
dienne de  Lobat- 
schewsky  et  Bolyai. 

Schema  de  Poincare 
dans  le  ])lan  de  la 
variable  complexe. 

Geometrie  sur  une 
surface  a  courbure 
constante  negative. 

Geometrie  sur  une 
surface  quelconque. 


Physiq  ue. 

Conception  de  I'Uni- 
vers  de  Galilee- 
Newton. 

Espace-Temj)s  de  Min- 
kowsky-Einstein. 

Univers  ferme  d'Eins- 
tein. 

Univers  ferme  de  Dt 
Sitter. 


Es pace- temps  de  1 
Relativite  generale 
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II.  -  L'fiDIFICE  EUCLIDIEN  ET  SES  SCHfiMAS. 

IIG.  L'edifice  euclidien.  —  La  geomeuie  euclidienne  fut,  dans  ses 
origines  aiiciennes,  une  science  experimentale  de  mesure  appliquee  a 
la  surface  terrestre,  une  veritable  «  geometrie  ».  Ce  n'est  que  peu  a 
peu  qu'on  se  preoccupa  d'en  tirer  un  edifice  logique. 

Avant  lexix*^  siecle,  deuxnoms  dominent  son  etude,  celui  d'Euclide 
et  celui  de  Descartes  et  chacun  marque  une  etape  de  la  science. 

Euclide  codifia  le  premier  Tedifice  logique  de  la  geometrie  pure^ 
sous  la  forme  qui  subsisle  encore  aujourd'hui;  ses  Elements  constituent 
a  la  fois  un  edifice  logique  et  un  schema  que  son  genie  a  su  degager 
de  la  geometric,  au  sens  que  nous  donnons  ici  a  ce  mot, 

Descartes,  etablissant  un  lien  entre  les  concepts  geometriques  et  les 
concepts  algebriques,  a  montre  qu'on  pouvait  developper  analyti- 
quement  toute  la  geometrie  sans  faire  aucune  figure,  sans  faire  corres- 
pondre  aux  elements  algebriques  aucune  representation  spatiale;  il  a 
separe  Fedifice  logique  du  schema. 

Un  expose  simple  et  impeccable  de  la  geometrie  euclidienne 
renversera  aujourd'hui  ces  deux  etapes.  Bornons  nous  a  la  geometrie 
plane. 

Nous  conviendrons  d'appeler  [point]  toutsysteme  de  deux  nombres 
X,  r,  [droite]  Tensemble  des  [points]  dont  les  coordonnees  verifient 
une  equation  lineaire,  [distance]  de  deux  [points]  x,  y,  et  x' ,  j'  la 
quantite  \/ {x  —  x' }--{-  {y  — JK')%  [angle]  de  deux  [droites]  d^equations 

y  =  mx  -h  n       et       y  =  m  x  -\-  11  , 

le  nombre  Y  defini  a  tt  pres  par  la  formule  tang  Y  =  —  etc. 

^       ^  ^         I  -h  mm 

En  d'autres  termes,  nous  ferons  de  Talgebre  pure,  en  pienant 

comma  base  des  definitions  convenlionnelles  calquees  sur  celle  de  la 

geometrie  euclidienne  classique.  Nous  nous  eflforcerons  naturellement 

de  n'introduire  que  des  definitions  compatibles  et  aussi  d'en  reduire 

le  nombre  au  minimum.  Nous  batirons  ainsi  peu  a  peu  Vedijice 

euclidien. 

J 17.  Le  schema  euclidien  classique.  —  II  est  maintenant  facile 
de  donner  un  schema  de  cet  edifice  logique.  Appelons  point,  droite, 
distance,  angle,  etc.  (sans  ci'ochels)  les  elements  que  la  geometrie 
classique  designe  de  re  nom  et  dont  tout  homme  se  fait  une  represen- 
tation spatiale  et  convenoiis  (ju'iiii  (  point]  est  represente  pai-  un  point 
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(doiiL  ./  el  )  sonl  les  coonloiiiiees  carlesieniies ),  uiie  [droite  |  [)ar  une 
(Iroitt!,  etc.  ;  nous  obtiendrons  ainsi  une  representation  spatiale 
concrete  des  theoremes  enonces  dans  Tedifice  euclidien. 

Ce  sclienia  n'esl  du  reste  pas  le  seul  qui  puisse  servir  ;i  cetle  repre- 
sentation ;  si  nous  le  soumettons  en  efiet  a  une  transformation 
birationiielle  quelconque,  nous  en  deduirons  un  autre  schema  dans 
lequel  la  fdroite]  de  I'edifice  logi((ue  sera  representee  par  une  couibe, 
la  [distance]  par  une  fonction  plus  on  moins  compliquee  des  deux 
I  points  j  ct  ce  sciiema  pourra  servir  au  meme  titre  que  le  premier 
(aver  pcul-etre  plus  ou  moins  de  commodite)  de  support  aux 
raisonnements  de  I'edilice  logique  eucJidien. 

Pour  en  donner  un  excmple,  soumettons  le  schema  euclidien 
classique  a  une  transformation  homographique.  Une  [droite]  sera 
encore  representee  par  une  droite  du  nouveau  schema,  par  contre  une 
[  ci rc(jnference  ]  sera  lepresentee  par  une  conique  passant  par  deux 
points  particuliers  qui  sont  les  correspondants  des  [  points  cycliquesj. 
Nous  n'avons  plus  immediatement  la  representation  de  la  [distance] 
ni  celle  des  [anjules  |,  mais  il  est  facile  de  les  retrouver  en  partant 
du  rapport  anharmonique  de  quatre  [points]  en  [ligne  droite]  qui 
est  egal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  representatifs. 

Dans  le  schema  euclidien  classique,  pour  mesurer  une  longueur^  il 
faut  chercher  a  la  reconstituer  a  partir  d'une  unite  de  longueur 
prealablement  donnee  et  a  Taide  de  ses  parties  aliquotes;  il  faut  done 
savoir  deplacer  cette  unite.  Nous  sommes  done  conduits  a  etudier  les 
deplacements  dans  notre  nouveau  schema. 

A  la  droitede  Tin finidu  schema  euclidien  classique  correspondra  ici  une 
droite  quelconque  A,  portantles  homologues  I  et  J  des  points  cycliques. 
Deux  [droites  paralleles]  seront  representees  par  des  droites  concourant 
sur  la  droite  A.  Ceci  pose^  soit  AB  Tunite  de  longueur  arbitrairement 
donnee  dans  une  de  ses  positions ;  une  [translation]  sera  une  opeiation 
famenant  dans  une  position  A'B'  telle  que  la  figure  ABB' A'  represente 
un  [parallelogramme ] ;  une  [rotation]  (a  partir  de  cette  nouvelle 
position)  autour  du  [point]  sera  une  operation  Tamenant  dans  une 
troisieme  position  A'B"  telle  que  B"  soit  sur  la  [ circonference ]  de 
[centre]  A'  qui  passe  par  le  [point]  B'.  Cette  [circonference]  est  ici 
representee  par  une  conique  tangente  en  1  et  J  aux  deux  droites  A'l  et 
A'J  et  passant  de  plus  par  le  point  B'.  On  sail  que  ce  sont  la  cinq 
conditions  lineaires  determinant  de  facon  unique  la  conique.  Un 
[deplacement]  general  sera  compose  de  [  translations]  et  de  [rotations] 
successives. 

Pour  obtenir  la  representation  de  la  [distance]  de  deux  |  points]  M 
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el  M',  on  comniencera  par  [deplacer]  Tunite  de  longueur,  de  facon  a 
Tamener  en  MP  sur  la  [droite]  MM'. 

Si  Ton  avail  ellectue  les  memes  operations  dans  le  schema  euclidien 
classique,  la  distance  (au  sens  ordinaire  du  mot)aurait  encore  pu  etre 
definie  comnie  la  valeur  absolue  du  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  M',  P,  M,  Q,  ce  dernier  point  etant  le  point  a  rinfini  de  la 
droite  MM'.  Cette  definition  peut,  sous  cette  forme,  se  transcrire  ici 
el  la  [distance]  sera  representee  dans  le  nouveau  schema  par  la  valeur 
absolue  du  rapport  anharmonique  des  quatre  points  M',  P,  M,  Q,  ce 
dernier  elanl  le  point  de  rencontre  de  la  droite  MM'  avec  la  droite  A. 

De  meme,  Pf  angle]  de  deux  [droiles]  D  et  D'^,  issues  d^un  [point] 
M,  sera  donne  au  moyen  des  elements  du  schema  par  la  formule 
(deduite  de  celle  de  Lagueire) 


Get  [angle  ]  V  est  defini  a  un  multiple  de  tt  pres,  il  n^esl  indetermine 
que  si  les  droiles  D  el  D'  passenl  toules  deux  par  Pun  des  points  I  et  J, 
c^esl-a-dire  si  elles  representenl  des  [droiles  isolropes]  (^). 

118.  L'edifice  euclidien  hyperbolique .  —  On  conslruil  gene- 
ralement  les  schemas  de  telle  sorte  que  les  elements  reels  de  Pedifice 
logique  y  soient  represenles  par  des  elements  reels.  Ceci  n'a  du  reste 
rien  d'essentiel  et  en  particulier  on  pourrait  prendre  des  schemas  de 
Pedifice  euclidien  011  les  [points  cyliques]  seraient  represenles  par 
des  points  reels,  L'etude  de  tels  schemas  est  par  elle-meme  tres 
interessante,  car  elle  correspond,  dans  un  cas  particulier^  a  celle  du 
schema  du  a  Minkowsky-Einstein  de  Punivers  de  la  relativite  restreinte  ; 
aussi  nous  prefererons,  pour  la  poursuivre^  relablir  la  correspondance 
entre  les  elements  reels  en  modifiant  legerement  Pedifice  logique  lui- 
meme. 

\ous  supposerons  que  les  points  representalifs  des  [  points  cycliques] 
soient  reels  et  silues  a  Pinfini  dans  deux  directions  rectangulaires  (aux- 
quelles  les  axes  de  coordonnees  seront  paralleles)  el  nous  definirons^ 


( ^ )  l\  est  a  remarqucr  que,  dans  redifice  euclidien,  les  notions  de  [distance] 
et  d'iangle!  jouent  des  rules  difTerents;  alors  que  la  notion  d'[anglel  rcsulte  de 
la  seulc  donnee  dans  le  schema  des  points  c^'cliques,  celle  de  [distance]  necessite 
en  plus  une  unite  de  longueur.  Nous  trou\erons  plus  loin  un  edifice  geome- 
trique  dans  lequel  ces  deux  notions  joueront  des  roles  entieremcnt  symetriques. 

On  aurait  j)u  aussi,  dans  le  menie  oidre  d'idees  soumettre  le  schema  euclidien 
classique  a  une  transformation  dualistique,  on  aurait  encore  obtenu  un  autre 
schema  de  Tedifice  euclidien  dans  lequel  ces  roles  auraienl  etc  echanges. 
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sur  le  schema  lui-meme;,  les  notions  d'[angles]  et  de  [distance]  par 
les  formules 

MM']  =(M',  P,  M,  Q), 
[dD']  =  ^log(MI,  MJ,  D,  D'). 

Celles-ci  sont  calquees  sur  celles  du  paragraphe  precedent,  seul 
dans  la  seconde  le  coefficient  /  a  ete  supprime  pour  retablir  la 
correspondance  entre  la  realite  des  elements.  Ces  formules  Iransposees 
dans  Tedifice  logique  y  donneront,  pour  di'Tinir  la  [distance]  el 
r[ angle],  les  formules 

I  [  MM'  ]  =  ^i^a;-x')(j-y  ), 

[DB'J^ilog'-^  (0- 
\  2  m 

oil  y\  x' ,  y  sont  naturellement  les  coordonnees  des  points  M  et  M', 
j)i  et  in'  les  coefficients  angulaires  des  droites  D  et  D'. 

Nous  obtiendrons  ainsi  Tedifice  logique  pseudo-euclif/ien  ou  encore 
hyperholiqiie  \  nous  n'approfondirons  pas  ici  son  etude  et  nous  nous 
contenterons  de  renvoyer  le  lecteur  a  un  ouvrage  deja  cite  (E.  Borel, 
1  ntrod action  geometrique  d  quelques  tJieories  physiques). 

III.  —  LES  EDIFICES  GEOMETRIQUES  CAYLEYENS. 
L  EDIFICE  GEOMflTRIQUE  CAYLEYEN  A  ABSOLU  PSEUDO-REEL. 

119.  Definitions  generales.  —  Nous  allons  examiner  maintenant 
un  edifice  geometrique  dii  a  Gayley  dans  lequel  il  y  a  dualite  complete 
entre  les  notions  d'angle  et  de  distance.  Nous  developperons  cet 
('dilice  en  meme  temps  qu'un  de  ses  schemas  que  nous  appellerons  le 
schema  cayleyen  chtssique. 

Le  schema  aura  pour  support  un  plan  dans  lequel  nous  tracerons 
une, conique  que  nous  appellerons  Vabsolu. 

Par  definition  un  [point]  de  Tedifice  logique  sera  represente  par  un 
])oint  du  schema  (-).  Etant  donnes  deux  points  M  et  M'  du  schema, 
soient  P  et  Q  les  points  oii  la  droite  qui  les  joint  coupe  Tabsolu,  nous 


(')  Le  point  I  designe  le  point  ^  rinfini  de  la  direction  oy,  J  celui  de  la 
direction  ox. 

(^)  II  est  bien  entendu  que  les  mots  que  nous  placons  entre  crochets  se  rap- 
portent  aux  etres  de  nature  purement  algebrique  de  I'edifice  logique ;  au  contraire 
les  mots  sans  crochets  gardent  lear  signification  euclidienne.  Nous  repre- 
senterons  aussi  par  la  meme  lettre  les  etres  correspondants  de  I'edifice  logique 
et  du  sclicma,  ce  qui  ne  risque  de  crcer  aucune  confusion. 
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appellerons  [distance  |  des  deux  [poinls]  M  et  M' correspondants  la 
quanlilc 

(2)  [MM'J=  l^log(M,  M',  P,  Q). 

De  meme,  urie  [droite]  de  Tedifice  logique  sera  representee  par  une 
droite  du  schema,  el  nous  definirons  l'|  angle]  de  deux  |droites]Det 
D',  se  coupant  en  O,  par  ['expression 

(3)  [dD']:=.  j^log(D,  D',  O-a,  O^'), 

O  [J.  el  Op/  etant  les  deux  tangenles  menees  du  poinl  O  a  Tabsolu. 

K  et  K'  sont  deux  constanles  numeriques  arbitraires,  nous  les 
clioisirons  en  particulier  de  telle  sorte  qu'a  des  elements  reels  du 
schema  correspondent  des  [distances]  et  des  [angles]  reels. 

Ces  definitions  metlent  en  evidence  la  symetrie  que  nous  avons 
signalee  plus  haul  entre  les  notions  d'[angle]  et  de  [distance] 

Nous  ne  developperons  pas  la  theorie  dans  Tespace,  les  definitions 
seraienl  analogues  el  Ton  en  Irouvera  une  remarquable  elude  dans  les 
Principes  de  Geometrie  Analytique  de  Darboux. 

Dans  le  plan,  nous  distinguerons  deux  cas  suivant  la  nature  de 
Tabsolu  : 

1°  L'absolu  est  une  conique  imaginaire  a  equation  reelle  (ce  que 
nous  appellerons  une  conique  pseudo-reelle)\  la  geometrie  s'etend 
alors  a  tout  le  plan  du  schema; 

1^  L'absolu  est  un  conique  reelle  convexe\  comme  nous  le  verrons 
par  la  suite,  le  schema  ne  comprendra  que  les  poinls  a  son  inleiieur. 

I^our  des  raisons  que  nous  verrons  plus  lard,  on  ne  considere  pas 
les  cas  oil  la  conique  serait  a  equation  imaginaire  ou  bien  ne  serail 
pas  convexe. 

120.  L'edifice  Cayleyen  a  absolu  pseudo-reel.  —  Soil 
J{x^  r,  z)  —  o  Tequation  de  Tabsolu  (en  coordonnees  carlesiennes 
homogenes  ou  meme  en  coordonnees  Irilineaires ) ;  la  forme  quadra- 
tique  /  sera  ici  siipposee  definie  positive.  Soienl  deux  points  reels  du 
schema  M  el  M'  de  coordonnees  respeclives  y,  z  el  x' ,  7',  z' , 
un  poinl  quelconque  de  la  droite  qui  les  joint  aura  des  coordonnees 
de  la  forme  x-^'/.x',  r-\-\r',  z-^).z'  et  les  X  des  points  P  el  Q 
d'interseclion  de  cette  dioite  avec  ral)Solu  sont  donnes  par  Tiiquation 


APPUI.l..  — 


12 


du  deuxieme  degre 

J\x      A  x' )  ~ /( .r  )-^'i\f{x\x')-^  >■'/( -37' )  =  '>  ( 
SI  >.i  et  A,  en  sonl  les  racines,  le  rapport  anharmonique  o  des  quatre 
points  M,        P,  Q  est  egal  a  y on  a  done 

A,  Ao  A,  -h  Ao         ^  Ao 


1       I  p 


ce  qui  s'ecrit  encore 


4  p         ./■(  ^ )/( ^' ) 

Les  racines  /-i  et  etant  certainement  imaginaires,  le  second 
membre  de  celte  equation  est  coiiipris  entre  o  et  i  et  nous  pouvons 
poser 

f{x\x') 
^  - —  ~  cos  a, 

a  etant  un  angle  reel,  qu'on  peut  supposer  compris  entre  o  et  r. 
L'equation  en  o  se  transforme  en  la  suivante 

p"-^ -h  2  p  cos  2  a  H- I  =  o, 

et  donne 

p  =  cos  2 a  ±  i  sin  2 a  =  e—-'^-. 
On  en  deduit  pour  la  [distance  |  MM'  la  formule 

[  MM'  J  =      log p  =  ^  ( ±  2     -f-  2  A ). 

Si  Ton  veut  que  cette  derniere  soit  reelle,  on  prendra  poui-  K  une 
quantite  imaginaire  pure;  nous  poserons 

Nous  obtiendrons  ainsi  la  formule  fondamentale  de  Cayley 

servant  de  definition  a  la  [distance]. 

Parmi  Tinfinite  de  determinations  qu'on  peut  en  tirer  pour  la 
[distance  |  [MM']  il  y  en  a  toujours  deux  (que  nous  dirons principales) 


(')  Nous  representerons,  pour  abreger  I'ecriture,  la  forme  quadratique  par 
f(x)  el  la  forme  polaire  par  f(x  \  x'). 
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qui  sont  comprises  entre  O  et  7iR(rune  enlre  O  et-7iR,  I'autre 

entre  ^  tt K  el  ttR  j.  Si  les  [points]  M  et  M'  se  deplacent  sur  la  [droite] 

qui  les  porte,  la  plus  grande  de  ces  deux  determinations  ne  pourra 
pas  depasser  ttR.  La  [droite]  cayleyenne  (dans  le  cas  de  Tabsolu 
pseudo-reel)  doit  etre  regardee  comme  une  ligne  fermee  de  [lon- 
gueurjTiR.  Deux  [points]  places  sur  elle  la  partagent  en  deux  segments, 
dont  les  [longueurs]  sont  precisement  les  deux  determinations 
principales  dont  nous  venons  de  parler,  et  Tensemble  de  toutes  les 
determinations  de  la  [distance]  se  deduirait  de  celles-la  en  leur 
ajoutant  un  plus  ou  moins  grand  nombre  de  tours  sur  la  courbe  et  en 
en  changeant  au  besoin  le  signe. 

1*21.  [Distances]    orientees.    Relation    de    Chasles.    —  La 

[distance]  telle  qu'elle  vient  d'etre  definie  par  les  deux  determinations 
principales  est  la  [distance]  arithinetique  des  deux  [points].  Si  Ton 
se  borne  a  I'etude  de  segments  portes  par  une  meme  [droite],  il  est 
possible  de  la  completer  par  une  notion  de  sens. 

Considerons  en  effet  trois  [points]  sur  une  [droite],  M,  M',  M",  on 
verifie  immediatement  la  relation 

(M,  M',  P,  Q)  (M',  M",  P,  Q)  (M",  M,  P,  Q)=.  +  i, 

P  et  Q  desigoant  toujours  les  points  de  rencontre  de  la  droite  du 
schema  avec  Pabsolu. 

On  en  deduit  qn'ii  y  a  entre  les  [distances]  mutuelles  des  trois 
[points]  (sans  preciser  leurs  determinations)  la  relation 

[  MM'  ]  ±  [  M'  M"  ]  =h  [  M"  M  ]  =  N  - 

tout  a  fait  analogue  a  la  fonnule  de  Chasles. 

On  pourra  convenir  que  les  [distances]  sont  comptees  algebri- 
quement  et  sont  comprises  entre—  ttR  et-4-7rR;  on  choisira 
arbilrairement  le  signe  de  Tune  d'elles  (ce  qui  revient  a  orienter  la 
[droite]),  et  Pon  delerminera  le  signe  des  deux  autres  par  la  condition 
que  la  relation  de  Chasles 

[MM'I-f-[M'M"]-+-[M"i\l]-:z<) 

soit  verifiee,  tout  a  fait  coinine  on  ferait  pour  des  distances  comptees 
sur  un  cercle- 
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1*22.  I  Distance  I   de    deux  [  points  |  infiniment  voisins.   —  De 

la  form II Ic  (  /j )  on  lire 

.   JMM']        f(.r)f(x')-\f(.x  .r')!-'. 

Si  Ton  revient  malntenanl  aux  coordonnees  non  homogenes  (en 
faisant  =  I  dans  la  formule  precedente)  et  si  I'on  suppose  que 

les  deux  [points]  donnes  sont  infiniment  voisins  (c'est-a-dire  que  les 
difierences  de  leiirs  coordonnees  sont  infiniment  petites),  on  obtient 
facilement  la  formule  donnant  I'eiement  lineaire  de  Tedifice  cayleyen 
sous  la  forme 

/(.r,  _K,  i)/(r/.r,  dy,  o)—  7 [/.',/ A',  r,  \)(lx  -h  fy{x,  r,  i  )<:/>']- 
(6)  ds'>  =  \V  —  ^  


[Angles]  cayleyens.  Formule  fondamentale  de  la  trigo- 
nometrie  cayleyenne.  —  Soient  de  meme  deux  [droites]  reelles  D 
et  1)',  se  coupant  en  un  point  O;  les  tangenles  a  Tabsolu,  0/jt.  el  0\y.', 
issues  du  point  correspondant  du  schema  sont  imaginaires  conjuguees 
et  par  suite  le  rapport  anharmonique  (D,  D',  O/x,  0[i.')  est  un  nombre 
complexe  de  module  egal  a  Tunite;  nous  serons  done  conduits  a 
donner  a  la  constante  K'  une  valeur  imaginaire  pure,  nous  la  pren- 
drons  egale  a  2i  (de  facon  que  les  [angles]  soient  determines  a  r.  pres 
comme  dans  Tedifice  euclidien)  et  les  [angles]  cayleyens  seront  definis 
par  la  formule 

(7)  [dD']  =  ,^.log(D,  D',  O.u,  Ohl'). 

II  nous  sera  maintenant  facile  d'etablir  la  formule  fondamentale  de 
la  trigonometric  cayleyenne.  Soit  en  elFet  un  [triangle]  ABC,  le  faisceau 
des  tangentes  Ap.  et  A  a/,  menees  du  point  A  a  Tabsolu,  a  pour 
e<|uation 

4 

•3^0'  .^  0-  ^0  etant  les  coordonnees  du  point  A. 

Appelons  jS  et  y  les  deux  points  de  rencontre  de  ces  tangentes  avec 
le  cote  BC;  r[ angle]  BAG  s'exprimera  a  Taide  du  rapport  anharmo- 
nique des  quatre  droites  AB^  AC,  A (3,  Ay;  or  celui-ci  est  egal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  B,  C,  [3,  y,  si  bien 
que  r[ angle]  BAC  pourra  s'obtenir  par  application  de  la  for- 
mule (4)  a  condition  d'y  faire  R     i  et  d'y  prendre  pour  absolu  la 
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conique  ^'  (jT,  r,  :;)  =  o, 


)s  [bag]  =  - 


~  V  [y'(  ^0 ;./'( 1  )  — /-  (  ^0  I  -i"  1 )  J  Ul  X,, )/( .r ., )  —p  ( .r„  ,      ;  j ' 

'^i^  /n  ^1 ;  -^ii  y->j  ^2  dfc^signant  les  coordonnees  respectives  des  points 
BetC. 

En  comparant  cetle  formule  avec  les  formules  (4)  et  en  designant  par 
[a],  [b],  [c]  les  [longueurs]  des  cotes  du  triangle  et  par  [  A  |,  [B  |,  [C  | 
les  mesures  cayleyennes  de  ses  [angles],  on  obtient  par  un  calcul  facile 
la  formule  fondamentale  de  la  trigonometric  cayleyenne  sous  la  forme 

[«]  [b]       [c]        .    [b\   .    [c]  ^.^ 

( 8 ;  COS ^  =  COS  '—r  cos  Hr^      ^^^^  Sr^  ^^"^  V"^      [  ^  ]• 


Cette  formule  presente  une  similitude  remarquable  avec  la  formule 
fondamentale  de  la  trigonometric  spherique,  nous  en  verrons  sous  peu 
la  raison. 


124-.  Lien  entre  Tedifice  cayleyen  (a  absolu  pseudo-reel)  et 
la  geometrie  non  euclidienne  de  Riemann.  —  C'est  un  fait 
liistorique  bienconnu  que,  dans  Tetude  des  fondements  de  la  geome- 
tric classique^  les  geometres  liesiterent  longtcmpsaclasser  lepostulatum 
d'Euclide  parmi  les  postulats  irreductibles  et  qu'ils  s'essajerent  en 
vain  a  en  trouver  des  demonstrations. 

L'irreductibilite  de  ce  postulat  n'apparut  clairement  que  lorsque 
divers  geometres,  dont  Lobatschewsky,  Bolyai  et  Riemann,  reussirent 
a  construire  des  edifices  logiques  non  contradictoires  en  rejetant  ce 
postulat  et  quelques  autres 

En  particulier,  Uiemann,  rejetant  ce  postulat  d'Euclide  et  admettant 
de  plus  qu'une  droite  n'est  pas  toujours  delerminee  de  facon  unique 
par  la  donnee  de  deux  de  ses  points,  construisit  \di  geometrie  rieman- 
nienne. 

iNous  n'en  exposerons  pas  ici  le  developpement  (^),  nous  nous  con- 
tenterons  de  signaler  qu'on  y  rencontre  une  formule  fondamentale  de 
trigonometric  identique  a  la  formule  (8)  et  que,  partant  de  la,  il  est 
facile  de  montrer  que  Tedifice  logi([ue  construit  par  Kiemann  coincide 
avec  r(''difice  cayleyen  a  al)S()lu  |)seudo-ieel.  Tout  au  ])lus  poui  rait-on 


( ' )  Voir  k  ce  sujet  une  iVole  de  Poincake  dans  le  Traite  de  geometrie  de  Koughe 

et  COMBEROUSSK. 
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ref^aider  la  i;t'Omeliie  riemannientie  cornme  un  autre  sclienia  de 
\\''dU\ce  cayleyen.  Cela  ne  dimlnue  nullement  rimporLance  de  I'un 
des  edifices  car,  si  les  developpements  en  sunt  les  mt^mes,  les  bases 
en  sont  profondoment  difTerentes 

l-i").  Schema  spherique  de  Tediflce  cayleyen  a  absolu 
pseudo-reel.  —  Construisons  dans  uii  plan  fl  porlant  des  axes  de 
cuordonnees  rectangulaires  le  schema  cayleyen  par  rapport  a  rabsolu 

( 1^)  x-^-f-,r-H-  \\-=  <)    ( ' ), 

et  tiacons  une  sphere  S  de  centre  G,  de  rayon  II,  tangente  au  plan  en  O. 

A  tout  point  M  du  plan  JI  nous  pouvons  faire  correspondre  les  deux 
points  m  et  //i,,  ou  la  sphere  est  coupee  par  la  droite  CM  ;  nous  conside- 
rerons  plus  specialement  celui  deces  points  (soit  //i)  qui  est  le  plus  voisin 
du  point  O. 

Le  cone  asymptote  de  S  (c'est-a-dire  le  cone  isotrope  de  centre  C) 
coupe  le  plan  IT  suivant  le  cercle  pseudo-reel  T  qui  nous  sert 
d'absolu.  A  une  droite  D  du  plan  11  correspond  sur  la  sphere  un  grand 
cercle,  aux  points  de  rencontre  de  D  avec  F  correspondent  les  points 
de  rencontre  de  ce  grand  cercle  avec  le  cone  isotrope  de  sommet  C; 
ces  deux  points  sont  les  points  cycliques  de  la  direction  de  plan  CD. 
II  s'ensuit  immediatementquela  [distance]  cayleyennede  deux  [points]  M 
et  M'  est  egale  a  la  longueur  de  Fare  de  grand  cercle  reliant  sur  la 
sphere  les  points  /n  et  //i'  correspondants. 

De  meme,  a  une  droite  du  plan  II  tangente  a  Tabsolu  correspond 
un  grand  cercle  dont  le  plan  est  tangent  au  cone  asymptote  de  S  et 
Ton  en  conclut  comme  precedemment  que  [Tangle]  cayleyen  de  deux 
[droites]  a  meme  mesure  que  Tangle  des  grands  cercles  qui  leur 
correspondent. 

Ce  schema  presente  Tavantage  de  conserver  aux  representations  des 
notions  [d'angle]  et  de  [distance]  un  sens  euclidien.  II  nous  montre 
clairement  pourquoi  Tunivers  cayleyen  a  aljsolu  pseudo-reel  est  limite, 
pourquoi  les  |  distances  |  n'y  sont  determinees  qu'a  un  multiple  de 
ttR  pres  et  aussi  pourquoi  la  formule  fondamentale  de  la  trigonometrie 
cayleyenne  se  confond  avec  celle  de  la  trigonometrie  spherique  (-). 


( ' )  Ce  clioix  particulier  de  rabsolu  ne  dimiuue  pas  la  generalite,  car  on  peut 
toujours  s'y  ramener  en  soumettant  au  besoin  le  schema  a  une  transformation 
liomographique,  ce  qui,  comme  dans  le  cas  euclidien,  conduit  h  un  schema 
equivalent. 

(-)  II  est  cependant  k  remarqucr  que  la  construction  du  schema  spherique  de 
I'edilice  cayleyen  a  deux  dimensions  fait  appcl  a  la  notion  que  nous  avons  de 
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l-2(i.  lAiresJ  cayleyennes.  —  luanl  donne  un  triangle  infini- 
tesinial  de  sommets  M',  M",  nous  prendrons  comme  definition  de 
V\  aire  |  comprise  a  son  inlerieur  la  formule 

(9)  I  A]      ;|  [MM'H\IM"J  sin[M'MM"], 

les  elements  figurant  dans  le  second  membre  ayant  naturellement  la 
signification  cayleyenne  des  distances  et  des  angles.  Les  considerations 
du  paragraphe  precedent  montrent  immediatement  que  sur  le  schema 
splierique  r[aire]  cayleyenne  est  representee  par  Taire  (au  sens 
euclidien  du  mot)  de  la  portion  de  la  sphere  correspondant  au 
triangle. 

De  cette  definition  on  deduit  facilement  la  formule  permettant 
d'evaluer  une  [aire]  quelconque.  Avec  le  sysleme  de  coordonnees  que 
nous  avons  choisi  ici,  I'element  lineaire  de  Tedifice  cayleyen  est 
donne  par  la  formule 

(10)  ds-—\\-   ■■  — :  ^  ■  (1). 

Ln  calcul  facile  montre  que  Telement  d'faire]  correspondant  a 
rinterieur  du  petit  rectangle  compris,  sur  le  schema,  entre  les 
droites  d'abscisses  x  el  .x  -\-  dx^  y  eX,  y  ^  dy  a  pour  expression 

(ri;  d'3  =   dx  dy  (-)• 


I'espace  euclidien  a  trois  dimensions.  Si  I'on  voulait  developper  Tedifice  cayleyen 
a  trois  dimensions,  tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  schema  cayleyen  classique 
subsisterait  sans  modifications  importantes  {voir  Daruoux,  loc.  cit.)  alors  qu'au 
contraire  le  scliema  sphcrique  nous  ferait  ici  defaut.  Dans  un  ordre  d'idees 
analogues,  bien  qu'il  ne  s'y  agisse  pas  de  I'edifice  cayleyen,  on  pourra  se  reporter 
aussi  a  I'article  suivant  :  R.  Thiry,  Sur  la  possibilite  de  se  representer 
I'espace  fini  et  sans  homes  de  la  theorie  de  la  relativite  {Rev.  gen.  des 
Sc.,  1 5  avril  ig-.fa). 

( ' )  Le  lecteur  pourra  trailer  sur  ce  ds"-  les  problemes  qui  out  fait  i'objet  du 
Chapitre  V.  II  trouvera  naturellement  que  I'espace  cayleyen  a  une  courbure  con- 

stante  positive,  egale  Si        La  formule  ci-dessus  est  la  meme  que  la  formule  (ua) 

du  Chapitre  V,  definissant  I'espace  ellipliqae. 

(-)  Ce  calcul  peut  etre  elTectue  directement  en  parlant  de  la  dclinitiou  de  I'aire 
Irianfjuhtire  ciementaire  donnce  par  la  formule  (9);  mais  le  rcsultat  peut  cgale- 
ment  se  dcduire  de  la  seule  consideration  du  ds-  en  appliquant  la  formule  clas- 
sique (d-:  =  V  KG  —  ¥-dudv)  de  la  theorie  des  surfaces.  L'idcntite  des  resultats 
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l>"|airel  comprise  a  Tinterieur  d'un  domaine  qiielconque  sera  alors 
fouriiie  par  la  valeur  de  Tintegrale  dou]>le 

elendiie  a  la  portion  dii  schema  correspondanle. 

En  particulier  I'l  aire]  d'un  triangle  quelconque  est  egale  au  prodiiit 
par  R-  de  I'exces  sur  tt  de  la  somme  de  ses  [angles]  et  Tjaire]  totale  du 
[plan]  cayleyen  est  finie  et  a  pour  valeur  27: R-. 

1*27.  Quelques  remarques  sur  les  schemas  cayleyens.  — 
L'etude  comparee  des  deux  schemas  va  nous  permettre  de  mettre  en 
evidence  des  proprietes  importantes  de  Tedifice  caylejen  a  absolu 
pseudo-reel.  Le  schema  classique  du  plan  TI  presente  un  avantage  sur 
le  schema  spherique  en  ce  sens  qu'a  un  point  de  Tedifice  logique 
correspond  un  point  unique  du  schema  classique  et  au  contraire 
deux  points  du  schema  spherique;  mais  comme  nous  allons  le  voir, 
ceci  ne  va  pas  sans  enlrainer  quelques  difficultes. 

Comme  nous  Tavons  dit  plus  haut,  Tespace  cayleyen  est  fini  (au 
sens  cayleyen  de  la  notion  de  [distance]),  les  points  du  schema 
classique  qui  sont  a  Tinfini  doivent  etre  traites  sur  le  meme  pied  que 
les  aulres.  Sur  le  schema  spherique  du  reste,  ils  correspondent  au 
point  du  grand  cercle  H  de  la  sphere  dont  le  plan  est  parallele  a  II  et 
ils  ne  se  distinguent  en  rien  des  points  du  reste  de  cette  surface. 
Supposons  maintenant  que  nous  donnions  au  [point]  M  un  depla- 
cement  quelconque,  il  sera  naturel  de  dire  que  le  deplacement  est 
[continu]  (au  sens  cayleyen  du  mot)  s'il  est  possible  de  le  decomposer 
en  deplacements  elementaires  tels  que  la  |  distance]  entre  deux  positions 
successives  quelconques  du.  [point]  M  soit  petite.  Sur  le  schema  sphe- 
rique, a  un  deplacement  [continu]  (au  sens  cayleyen,)  correspond 
evidemment  un  deplacement  continu  (au  sens  euclidien);  il  n'en  est 


obtenus  par  ces  iiictliocles  est  cvidente  puisque  nous  avoiis  trouve  un  schema 
sur  lequel  les  notions  de  [distance]  et  d'[ angle]  cayleyens  correspondent  a  la 
distance  et  a  Tangle  euclidiens.  Au  fond,  cette  concordance  tient  a  ce  que  la 
geometric  cayleyenne,  de  meme  que  toutes  celles  que  nous  avons  considerees 
dans  le  corps  de  cet  Ouvrage,  est  eucf idienne  dans  Vinfinitnent  petit.  II  s'en- 
suit  qu'en  geometrie  cayleyenne  les  notions  d'angle  et  de  distance  ne  sont  en 
realite  pas  independantes,  la  donnee  de  la  seule  notion  de  distance  entraine  celle 
de  Tangle  et  ce  qui  est  precisement  remarquable  au  plus  haut  point  dans  la  geo- 
metrie cayleyenne  c'est  qu'on  ait  pu  choisir  une  definition  de  la  distance  qui  soit 
correlative  de  celle  de  Tangle  qui  en  decoule  naturellement. 
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plus  de  nieme  sur  le  plan  11  et  si  le  point  m  de  S  traverse  le  cercle  H, 
le  point  M  s'eloigne  a  I'infini  et  en  revient  en  general  par  la  direction 
opposee.  II  y  a  du  reste  plus,  tracons  autour  du  point  M  un  petit 
contour  ferme  porlant  une  Heche  d'orientation,  il  lui  correspond  sur 
la  sphere  deux  petits  contours  traces  autour  de  m  et  de  et  dont  les 
sens  d'orientation  sont  dilFerenls  puisqu'ils  sont  symelriques  par  rap- 
port au  centre  C.  Supposons  maintenant  que  le  point  se  deplace  dans 
le  plan  en  entrainant  son  petit  contour  et  qu'il  revienne  apres  un 
certain  parcours  a  sa  position  de  depart.  Ceci  peut  avoir  lieu  de  deux 
facon  diderentes ;  il  peut  se  faire  que  le  point  ni  de  la  sphere  revienne  lui 
aussi  a  sa  position  initiate  et  Tensemble  du  schema  reprend  exactement 
son  aspect  primitif ;  au  contraire,  il  peut  aussi  se  faire  que  le  point  m 
revienne  coincider  avec  la  position  initiale  du  point  /^i  et  alors  le 
sens  du  contour  entourant  M  apparait  comme  renverse  par  le  depla- 
cement.  II  est  evident  que  cette  particularite  n'a  pu  se  presenter  que 
si  le  point  m  a  traverse  le  cercle  11,  c'est-a-dire  si  le  point  M  s'est 
eloigne  a  Tinfini  sur  son  schema. 

Pour  reconnaitre,  sur  le  seul  schema  classique,  la  nature  des  depla- 
cements,  nous  distinguerons  les  deux  cotes  du  plan  11  que  nous  repre- 
senterons  conventionnellement  par  et  !!_  et  nous  considererons 
comme  distincts  deux  points  geometriquement  confondus  mais  appar- 
tenant  a  des  cotes  difTerents.  Nous  conviendrons  par  exemple  qu'a 
celui  des  deux  points  m  et       le  plus  rapproche  de  O  correspond  le 

point  M_^.  et  a  Tautre  le  point  M  Nous  orienterons  de  meme  chaque 

cote  du  plan  au  moyen  d^une  convention  uniforme  en  nous  placant 
debout  sur  le  cote  considere,  il  en  resulte  que  le  sens  d^un  contour 
portant  une  fleche  est  dilTerent  suivant  qu'on  le  considere  comme 
appartenant  a  n_+.  ou  a  Dans  le  deplacement  que  nous  avons 
considere  plus  haut  en  deuxieme  lieu,  tout  se  passe  comme  si  le 
point  etait  revenu  en  M^,  le  sens  d'orientation  du  contour 

n  ay  ant  pas  change. 

Ceci  est  la  caracteristique  des  surfaces  unilateres.  Nous  pourrons 
alors  imaginer  que  le  plan  11  a  un  ])ord  a  Tinfini  et  qu'ou  a  raccorde 
entre  eux  chaque  couple  de  points  de  ce  herd  pris  dans  des  directions 
opposees  (^).  Nous  appellerons  11'  la  surface  ainsi  modifiee,  et  c'est 
elle  que  nous  prendrons  comme  support  du  schema  cayleyen 
classique. 


(')  II  y  a  la  quelque  (-hose  d'analogue  avec  la  facon  bien  connue  dont  on 
constitue  une  surface  unilatere  a  I'aide  d'une  bandc  de  papier  dont  on  raccorde 
les  extrt  rnilcs  apres  un  retournement. 


|8(;      CALCUL  TENSORIEL.   APPLICATIONS  GEOMETRIQUES  ET  MECANIQUES. 


IV.  —  L'flDIFICE  GflOMflTRIQUE  CAYLEYEN  A  ABSOLU  RfiEL. 

128.  Generalites.  —  Reprenons  Telude  de  Tedifice  cayleyen  au 
moyen  du  schema  classique,  en  supposant  cetle  fois  que  raJ)Solu  est 
une  conique  reelle  T  que  nous  supposerons  convexe.  Nous  calquerons 
nos  definitions  sur  celles  donnees  plus  haut  en  les  modifiant  seulement 
de  faron  a  etablir  la  coi  respondance  entre  la  realite  des  elements.  Or 
ceci  n'est  possible  que  si  nous  limitons  nos  considerations  a  la  region 
interieure  a  i\  En  elTet,  prenons  un  point  O  de  la  region  exterieureet 
soient  deux  droites  D  et  D'  issues  de  ce  point;  les  tangentes  menees 
parlui  a  F  seront  deux  droites  reelles  O  fj.  et  O (j.'  et  le  rapport  anhar- 
monique  (D,  D',  Op.,  Op')  sera  negatif  ou  positif  suivant  que  les 
couples  D,  D'  et  Op,  Op'  seront  enchevetres  ou  non;  il  sera  done 
impossible  de  choisir  la  constante  K'  de  telle  sorte  (jue  T [angle]  de 
deux  [droites]  reelles  soit  lui-meme  reel  quelle  que  soit  leur  dispo- 
sition. 

C'est  pour  cette  raison  que  nous  supposerons  Tabsolu  convexe  et 
que  nous  limiterons  le  schema  a  son  interieur  (^).  Tout  [point]  de 
Tedifice  cayleyen  sera  alors  represente  par  un  point  du  schema,  toule 
[droite]  par  un  segment  recliligne  interieur  a  F. 

120.  [Distances  et  angles].  —  Prenons  deux  points  quel- 
conques  M  et  M'  interieurs  a  I'absolu;  les  points  de  rencontre  P  et  O 
de  la  droite  qui  les  joint  avec  la  conique  F  sont  certainement  reels  et 
les  deux  couples  M,  M'  et  P,  Q  ne  sont  pas  enchevetres;  nous 
definirons  done  la  [distance]  des  deux  [points]  correspondants  de 
Fedifice  cayleyen  par  la  formule 

(12)  [MM'j=  j^log(M,  M',  P,  Q), 

K  etant  une  constante  reelle  que  nous  appellerons  ^• 

De  facon  analogue,  considerons  deux  [droites]  dont  les  segments 
representatifs  se  coupent  a  Finterieur  de  I'absolu  ( nous  dirons  que  ces 
[droites]  sont  [secantes]).  Les  tangentes  menees  a  Fabsolu  par  leur  point 
de  rencontre  sont  imaginaires  conjuguees,  le  rapport  anharmonique 
que  ces  tangentes  fornient  avec  les  deux  droites  est  ici  encore  un 


(')  G'est  egalement  pour  des  raisons  analogues  que  nous  rejetons  les  absolus 
(lont  I'equation  ne  serait  pas  reelle. 
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nombre  romplexe  de  module  eiial  a  Tunile,  et  nous  conservons  par 
suite  la  fornnule  de  definition  des  |  anj^les]  cayleyens  sous  la  forme 

(li)  1  1)D']  =  ^.]og(D,  1)',  0|JL,  0;jl'). 

On  pourra  alors  repeter  tous  les  raisonnements  fails  au  para- 
i;raphe  111  en  y  remplacant  R  par  \\i  dans  les  expressions  relatives 
aux  distances. 

En  particulier,  la  formule  de  (^ayley  deviendra 

On  y  voil  im mediatement  que  la  |  distance]  cayleyenne  est  nulle  si 
les  points  M  et  M'  sont  confondus  et  qu'elle  grandit  au  contraire 
indefininient  si  Tun  des  deux  points  s^approche  de  Falisolu.  Get 
absolu  joue  done  le  role  d'in/ini  inaccessible  pour  Tinterieur  de  Tet, 
//  fortiori^  Tespace  exterieur  a  cette  conique  est  lui-menne  inaccessible. 

Deux  [droites]  dont  les  segments  representatifs  se  coupent  sur 
Tabsolu  ont  uu  [point]  commun  a  [distance]  infinie_,  elles  seront  dites 
[ paralleles  I ;  deux  [droites]  dont  les  segments  representatifs  se 
coupent  en  dehors  de  Tabsolu  n'ont  aucun  point  commun,  ce  sont 
des  [ non-secantes ]  (^).  Par  un  [point]  pris  en  dehors  d'une  [droite], 
on  peut  lui  mener  deux  [paralleles  |  et  une  infinite  de  [non-secantes]. 

<)n  verra  de  meme  facilement  que  la  condition  d'ortliogonalite  de 
deux  [droites]  se  traduit  par  le  fait  que  les  segments  representatifs 
correspondants  sont  conjugues  par  rapport  a  Tabsolu.  Elles  ont  alors 
certainement  un  point  commun.  Deux  [droites]  [non-secantes]  quel- 
conques  ont  alors  une  [perpendiculaire  commune]  (et  une  seule)  qui 
definiten  meme  temps  leur  [plus  courte  distance]. 

La  formule  fondamentale  de  la  trigonometric  cayleyenne  deviendra 

ohl^=cl,L;^cl,L^-sl,t^.l,'^cos|A]. 

(Jn  troavera  aussi  que  l'[aire|  d^un  triangle  a  pour  expression 
!>•>[;:_(  A  -h  H  -H  C)], 

A,  B,  designant  les  mesures  cayleyennes  de  ses  |  angles].  En  parti- 
culier, un  triangle  inscrit  dans  Tabsolu  a  ses  trois  [angles]  nuls  et  par 
suite  son  [aire]  est  egale  a  ttR-  ;  comme  d'autre  part  on  peutevidemment 


(')  Nous  n'avons  pas  defini  I'^anglc  ]  tie  deux  |  non-sccantes  1. 
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paver  rinleiieur  de  I'ahsolu  ave<'  iine  infinite  de  tels  triangles, 
la  [surface]  lotale  de  cetle  region  est  infinie  conriine  ses  [dimensions 
lineaires]. 

Lien  entre  I'edifice  cayleyen  la  absolu  reel)  et  la 
geometrie  non  euclidienne  de  Lobatschewsky.  —  Lobat- 
sclievvsky  et  l>olyai  ont  edifie  une  geomeliie  non  euclidienne  en 
rejelant  seulement  le  poslulalnm  d'Euclide  et  en  admetlant  f|ue  par 
un  point  on  pent  mener  plus  d'une  parallele  a  une  droite.  On  pourrait 
ici  encore  en  en  poursuivant  le  developpement  (ce  (jue  nous  ne 
ferons  pas),  demontrer  I'identile  de  redifice  logique  ainsi  conslruit 
avec  celui  qui  vient  de  faire  rol)jet  des  paragraplies  precedents. 

131.  Le  schema  de  Poincare.  —  lln  eflectuant  au  besoin  une 
transformation  liomograpliique,  nous  pouvons  prendre  pour  absolu 
(lorsque  celui-ci  est  reel)  le  cercle  (Tequation 

(T)  .X--+-  J'-  —  R-  =  o. 

Nous  pouri'ions  dedniie  du  schema  classicpie  un  schema  spherique 
en  menant  en  O  une  sphere  S  langente  au  plan  11  et  de  rayon  R?,  en 
projetant  a  partir  de  son  centre  C  les  points  M  du  schema  en  m  et 
en  sur  la  sphere;  mais  ce  schema  ne  nous  serait  ici  d'aucune  uti- 
lite  puisqu'il  serait  enlierement  iniaginaire.  Nous  nous  en  servirons 
cependant  comme  intermediaire  pour  etablir  un  schema  interessant 
du  a  Poincare  et  en  etudier  les  proprietes. 

Les  points  m  et  m,  etant  obtenus  par  le  procede  precedent  sur  la 
sphere  S,  nous  en  elTectuerons  la  projection  stereographique  sur  le 
plan  n  en  prenant  comme  point  de  vue  le  point  O'  de  S  diametra- 
lement  oppose  a  O.  On  obtient  ainsi  deux  points  |U  et  /jl,  ;  il  est  tres 
facile  de  constater  que  si  Ton  pose  OM  =  r  et  0/j!.  =  p,  il  y  a  entre 
ces  deux  longueurs  la  relation 

p-  —  C.  -h  I  l>  -  =  o. 

On  en  deduit  immediatement  (jue  les  points  /jl  et  /jlj  sont  reels  des  que 
le  point  M  est  interieur  a  I'absolu  ( /•  ■<  R)  et  que  les  deux  valeurs  de  o 
que  Ton  peut  tirer  de  cette  equation  sont  positives  et  separees  par  le 
nombre  2  R.  En  ne  retenant  que  le  point  /jl  qui  est  le  plus  proche  de  O, 
on  etablit  ainsi  une  correspondance  biunivoque  entre  Tinterieur  du 
cercle  r  et  celui  du  cercle  F  de  rayon  R'=:  2  R. 

A  une  [droite]  de  Tedifice  cayleyen  correspond  un  grand  cercle  de 
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la  sphere  S,  celui-donne  a  nouveau  un  cercle  dans  le  schema  de 
Poincare.    La    puissance    de    O    par    rappoiL    a    ce    cercle  esl 

0  ,a .  O /Jt-i  =r  4  H- ;  il  est  done  orthogonal  au  cercle  T'. 

Nous  obliendrons  ensuite  facilement  Texpression  de  la  [distance  | 
cayleyenne  dans  noire  nouveau  schema.  Soienl  en  efiet  ///  el  m' 

deux  points  du  schema  splierique  et  cp  Tangle  au  centre  inCju',  la 
[distance]  des  [points]  correspondants  de  Tedifice  est  egale,  comme 

nous  Tavons  vu,  a  H/cp;  or  Tangle  ^  (sous-tendant  le  segment  ni7}i' 

dans  le  grand  cercle  contenant  ces  points)  est  egal,  d'apres  le  theoreme 
de  Laguerre,  a 

~.  \og(m,  m',  I,  J  ). 

1  el  J  designant  les  points  cycliques  du  plan  de  ce  giand  cercle. 
Ce  rapport  anharmonique  se  conserve  dans  la  projection  stereogra- 
phique  (  ^),  les  points  I  et  J  deviennent  les  points  de  rencontre  P  et  Q 
de  la  [droite]  /a^^/  avec  le  cercle  V  et  nous  oblenons  la  [distance] 
cayleyenne  sous  la  forme 

[^aa']  =  R  log(|a,  1^,  P,  Q)=  5'log(;..,        P,  Q). 

Quant  a  T jangle]  cayleyen,  sa  representation  esl  immediate,  elle  est 
fournie,  sur  le  schema  de  Poincare  comme  sur  le  schema  splierique, 
par  Tangle  euclidien  des  deux  cercles  qui  correspondent  a  ses  cotes. 

En  resume,  dans  le  schema  de  Poincare  : 

i"  Un  [point]  est  represente  par  un  point  inlerieur  a  F;  une 
[droite],  par  la  portion  d'un  cercle  orthogonal  a  P  inteiieure  a  ce 
dernier  cercle. 

2"  La  [distance]  de  deux  points  a  pour  valeur  5  log([jL,  /jt.',  P,  Q), 

[J.  el  (J.'  etanl  les  points  representalifs  correspondants  el  P  et  Q  les 
points  d'intersection  du  cercle  representatif  de  la  [droite]  [Jl/ji'  avec  P. 
3"  Les  [angles]  gardent  leur  signification  euclidienne. 

l;i2.  Autre  forme  du  schema  de  Poincare.  —  Poincare  a  fait 
usage  de  ce  schema,  sous  une  forme  a  peine  modifiee,  dans  la  theorie 
des  groupes  fuchsiens.  Transformons  le  schema  precedent  par  une 
inversion  donl  le  pole  soil  sur  T' ■  ce  cercle  se  transformera  en  une 


(' J  Voir  par  exemple  pour  la  demonstration  de  cetle  propricte  de  I'inversion 
IIadamahii,  Lecons  de  geometric  eleincnlaire,  t.  II,  p.  'lOi. 
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droile  que  nous  prendrons  pour  nouvel  axe  Oa:,  son  interieur  se 
iransformera  en  un  demi-plan  dans  lequel  nous  placerons  la  partie 
positive  de  I'axe  0/  el  que  nous  appellerons  le  demi-plan  superieur. 
L'inversion  conservant,  comme  nous  I'avons  deja  rappele^  le  rapport 
anharmonique  de  qualre  points  sur  un  cercle  ainsi  que  les  angles,  les 
definitions  donnees  an  parai;rapiie  precedent  subsistent  entierement 
pour  ce  schema  en  y  substituanl        a  Y'. 

Un  calcul  tres  facile  donnera  pour  Telemenl  de  [loniiueur] 
cayleyenne  la  formule 

(Ki)  f/s-:^-   \V'   -J—^ 

et  pour  Telement  d'  [aire] 

(i^ )  ch  =^\dx  dy. 

V    /  /  J. 2 

particulier,  partant  de  la  premiere  de  ces  deu.v  formes  quadra- 
liques,  le  lecleur  pourra  rechercher  les  [geodesi([ues]  de  Tedifice 
cayleyen  (^).  II  sera  conduit  a  Tequation  dififerentielle 

qui  par  deux  integrations  successives,  donue 
y- X'- =  i(^x+ QI . 

Les  [geodesiques ]  de  Tedidce  cayleyen  en  sont  done  aussi  les 
[droites].  comme  dans  I'edifice  euclidien. 

V.  —  LES  DEPLACEMENTS  CAYLEYENS. 

llio.  Generalites  et  definitions.  ^  Nous  n'avons  pas  rintention 
de  poursuivre  davantage  Tetirde  de  Tedifice  cayleyen;  mais  neanmoins, 
nous  ne  saurions  terminer  ce  Cliapitre  sans  dire  un  mot  d  une  de  ses 
proprietes  essentielles. 

Les  definitions  que  nous  avons  misesa  la  base  de  nos  considerations 
peuvent  paraitre  bien  arbitraires  et  il  est  permis  de  se  demander  si 

(*)  On  veriliera  de  mernc  que  I'espace  cayleyen  a  absolu  reel  a  una  courbure 

constante  negative  egale  a  —        On  pourrait  en  donner  un  schema  dans  lequel 

les  [distances]  et  les  [angles]  seraient  representes  par  des  distances  et  des  angles 
euclidiens,  en  le  tra<;ant  sur  une  surface  a  courbure  totale  constante  negative. 
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I'oii  ne  pounait  pas  leur  en  subsliluer  d'autres  conduisanl  a  des 
edifices  logiques  egalement  interessanls. 

La  chose  est  eirectivement  possible^  mais  Soplius  Lie  a  monlre  que 
les  delinitions  cayleyennes  des  |  distances  |  et  des  [angles]  sont  les 
seules  qui  conduisent  a  des  edifices  logiques  aduieltant  des  [depla- 
cemenls]  possedant  le  meme  nombie  de  parametres  que  les  depla- 
ceinents  de  I'edifice  euclidien  (^). 

(Test  celte  propriete  fondamenlale  qui  doune  loute  son  importance 
a  I'edifice  cajleyeu  et  nous  tenons  a  en  dire  au  moins  quelques  mots 
en  renvoyanl  pour  plus  de  details  a  I'Ouvrage  de  Darboux. 

Nous  appellerons  [  deplacement]  cayleyen  toute  transformation 
ponctuelle  conservant  les  [distances].  Lne  telle  transformation 
conserve  les  [lignes  geodesiques ],  elle  transforme  done  les  [droites] 
en  [  droites]. 

Raisonnons  maintenant  sur  le  schema  cayleyen  classique;  le 
[ deplacement  I  se  traduira  par  une  transformation  du  plan  en  lui- 
meme  conservant  les  droites,  ce  sera  done  une  transformation  homo- 
graphique.  De  plus^  cette  transformation  doit  egalement  conserver 
Tabsolu,  puisque  celui-ci  correspond  au  lieu  des  [points  a  I'infini]. 
Reciproquement,  il  est  evident  que  toule  transformation  projective 
qui  conserve  I'absolu  laisse  invariantes  les  [distances]  cayleyennes. 

\'.\\ .  Cas  ou  Tabsolu  est  pseudo-reel.  —  Lorsque  Fabsolu  est 
pseudo-reel,  on  peut  toujours,  comme  nous  Tavons  fait  au  n°  125 
supposer  qu'il  coincide  avec  le  cercle  d'equation 

^--+-7--^  R'-s'=  o. 

X,  y,  z  designant  des  coordonnees  cartesiennes  rectangulaires  homo- 
genes. 

Une  transformation  homographique  quelconque  pourra  toujours 
s'ecrire  sous  la  forme 

1     x'  —  ax  ->t-  b  y       cK  z\ 
( I b  j  j     y'  =  a\X  -h  b  \  y  +  c-^Vyz; 

i  R  z'  —  a.2  X  -+-  b-2  y  -h  c^Wz; 

et,  comme  on  peut  en  multiplier  arbitrairement  les  coefficients  par 
un  meme  nombre,  nous  pourrons  supposer  qu'elle  doit  transformer  en 
elle-meme  la  forme  quadratique  .r--f-  vM-  R-:;-. 


(')  Les  clf'-finitions  euclidiennes  peuvent  du  reste  etre  regardees  comme  un  cas 
iimite  des  delinitions  cayleyennes.  L'absolu  est  alors  degenerc  et  se  rcduit,  au 
point  de  vue  tangonliel,  aux  deux  points  cycliques  {c/.  D.\Riioux,  loc.  cit.). 


IC)2      CALCUL  TENSORIEL.  APPLICATIONS  GEOM^TRIQUES  ET  MECANIQUES. 

Les  transformations  qui  jouissent  de  cette  propriete  sont  les  substi- 
tutions orthogonales  eflectuees  sur  les  variables  .z-,  y,  i\z]  elles 
dependent  bien,  dans  le  cas  de  redifice  a  deux  dinnensions,  de  /ftf/s 
para  metres  arbitraires. 

Les  deplacements  ainsi  definis  conservent  evidemment  les  j  angles]; 
on  peut  se  demander  s'ils  en  conservent  egalement  le  sens.  C'est  en 
s'aidant  du  schema  spherique  que  cette  question  s'etudiera  le  plus 
facilenient. 

Rapportons  la  sphere  S  du  n^'  J25  a  Irois  axes  de  coordonnees  reclan- 
gulaires  C;,  Cri,  CK  passant  par  son  centre,  les  axes  C;  et  Dr^  etant 
respectivenient  paralleles  aux  axes  O.r  et  Oy  du  plan  11  et  Taxe 
etant  dirige  vers  le  point  O. 

Dn  calcul  immediat  donne  les  cooidonnees  des  points  m  et  /n'  de 
la  sphere  en  fonction  de  celles  du  point  M  du  plan  11  sous  la  forme 


^  X- 

+ 

\J  X- 

-4- 

Le  [ deplacement]  cajlejen  se  traduira  alors  par  les  foruiules 

(20)  I  ■!]' ^        -h  biT^ -h  cil, 


qui  correspondent^  comme  il  fallait  bien  s'3  attendre^  a  un  deplace- 
ment  euclidien  sur  la  sphere. 

Ceci  pose,  nous  savons  qu'a  chaque  point  de  la  sphere  S  correspond 
un  point  unique  du  schema  11' situe  d'un  cote  bien  determine  du  plan 
qui  le  porte.  Nous  allons  alors  etre  conduits  a  distinguer  deux  cas, 
suivant  le  signe  du  module  \l  de  la  substitution  : 

I"  ^i=-h  I.  Considerons  autour  d'un  point  //i  de  la  sphere  une 
figure  quelconque  (/),  les  formules  de  la  substitution  lui  font  corres- 
pondre,  autour  d'un  autre  point  in'  de  S  une  figure  (/')  formee 
d'elements  egaux.  La  Geometric  euclidienne  elementaire  nous  apprend 
du  reste  que  ces  deux  figures  sont  directenrient  superposables ;  on  peul^ 
par  un  deplacement  continu,  les  amener  Tune  sur  Tautre.  Les  memes 
circonstances  se  presentent  pour  les  figures  (F)  et  (F')  du  plan  IT'. 
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2"  jU  =  — I.  Les  deux  figures  (/)  et  (/')  ne  soiit  plus  directement 
superposables ;  par  un  deplacement  conlinu  sur  la  sphere^,  on  peut 
amener  la  figure  (/')  en  coincidence  avec  la  figure  (/i),  symetrique 
de  (/)  par  rapport  au  point  C.  Sur  le  schema  classique,  il  en  sera  de 
nieme,  on  pourra  amener  la  figure  (F')  dans  une  position  (Fi)  qui 
sera  en  reij:ard  de  la  figure  (F)  mais  qui  ne  coincidera  pas  avec  elle, 
car  elle  ne  sera  pas  du  meme  cote  du  plan.  II  faudrait  que  nous 
puissions  soil  sorlir  du  schema,  soit  le  traverser_,  pour  pouvoir  etablir 
la  coincidence. 

II  y  a  done  analogic  complete  entre  cette  etude  et  celle  q'ue  Ton 
peut  faire  des  figures  egales  dans  I'espace  euclidien  classique. 

On  pourra  du  reste,  ici  aussi,  mettre  en  evidence  les  trois  parametres 
dont  depend  le  [deplacement]  en  se  servant  soit  des  angles  d'Euler, 
soit  des  parametres  d'Olindes  Rodrigues  {voir  t.  II,  p.  38i). 

135.  Cas  ou  Tabsolu  est  reel.  —  Les  considerations  precedentes^ 
qui  se  presentent  d  une  facon  toute  naturelle  lorsque  Fabsolu  est 
pseudo-reel,  pourraient  encore  s'appliquer  au  cas  d'un  absolu  reel^ 
mais  il  faudrait  alors  faire  intervenir  des  substitutions  a  coefficients 
imaginaires.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  faire  les  modifica- 
tions necessaires  et  nous  nous  conlenterons  de  dire  quelques  mots 
des  kleplacements]  cayleyens  sur  le  schema  de  Poincare  etendu  a 
Pensemble  du  demi-plan. 

Nous  reprendrons  les  notations  qui  nous  ont  servi  aux  n^'*  131  et  132. 
Dans  le  plan  11  du  schema  classique,  le  [deplacement]  se  traduit  par  une 
transformation  projective  conservant  I'absolu  F;  les  points  de  cet 
absolu  subiront  done  sur  lui  une  transformation  homographique  et 
il  en  sera  de  meme  des  points  du  cercle  F'  (qui  se  deduisent  des  points 
F  par  une  homothetie  de  rapport  2)  et  aussi  des  points  de  Faxe  Oa: 
transforme  par  inversion  du  cercle  F'  dans  la  seconde  forme  du  schema 
de  Poincare. 

Sur  ce  dernier  schema,  le  [deplacement]  se  traduira  done  par  une 
transformation  ponctuelle  conservant  les  cercles  orthogonaux  a  Ox 
(puiscjue  ceux-ci  representenl  les  [droiles]  de  Fedifice  cayleyen)  et  se 
reduisant  a  une  transformation  homographique  sur  Faxe  Ojo  lui-meme. 

Ceci  va  nous  permettre  de  trouver  ti  es  facilement  les  formules  gene- 
rales  de  la  transformation.  Soient  en  eflel  M  un  point  du  schema  de 
coordonnees  a-  et  j',  et  Mj  son  symetrique  par  rapport  a  Taxe  Oa:. 
L'ensemble  des  cercles  passant  par  ces  deux  points  forme  un  faisceau 
lineaire  avant  O.r  pour  ])ase.  Sur  cetle  droite,  ce  faisceau  aura  deux 
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points  limites  imaglnaires  dont  les  abscisses  seronl  Jes  nombres 
complexes  t  —  x-^iy  el  t'  =  x  —  ly. 

Ces  deux  nombres  complexes  peuvent  alors  etre  regardes  indiffe- 
remment  comme  les  abcisses  (sur  la  droite  Ox)  de  ces  points  limites 
ou  comme  les  affixes  (dans  le  plan)  des  points  M  et  Mj. 

Dans  un  [deplacement]  amenant  les  points  M  et  M,  en  M'  et  M',,  le 
faisceau  de  cercles  se  transformera  en  un  autre  faisceau  de  cercles  et 
les  abscisses  des  nouveaux  points  limites  se  deduiront  de  celles  des 
anciens  par  une  substitution  homographique  a  coefficients  reels. 

L'efTet  du  [deplacement]  se  traduira  done  sur  Taflixe  du  point  M 
par  la  formule 

a,  (3,  y,  ^  etant  des  coefficients  reels. 

De  la  on  peut  tirer  les  formules  de  la  transformation  ponctuelle 
sous  la  forme 


(21) 


y  = 


(x--hy-)  -h(a^      [iy  )  a:  H-  (iiS 
y-  ( X-  -h  y- )  -h  2  7  ox  -h  o- 

(a5  _  rjy)j  

7"  ( X- -+-  y- )  -\-  i^ox  -^-  6- 


Cette  transformation  du  plan  en  lui-meme  conservera  les  angles 
( puisque  la  relation  entre  t  et  t'  est  analytique) ;  il  fallait  s'y  attendre, 
puisque  les  [angles]  cayleyens  doivent  etie  conserves  dans  le  [deplace- 
ment] et  qu'ils  sont  representes  sur  le  schema  de  Poincare  par  des 
angles  euclidiens.  H  y  a  lieu  cependanl  de  preciser  ce  point.  Nous 
avons  convenu,  en  etablissant  le  schema  de  Poincare,  de  ne  considerer 
que  celui  des  deux  points  M  et  Mi  dont  Tordonnee  est  positive. 

Or  si  a(5  —  (3y  >>  o,  et  y'  sont  de  meme  signe,  et  le  [deplacement] 
transformera  tout  point  M  du  demi-plan  superieur  en  un  point  M' 
situe  dans  ce  meme  demi-plan.  Les  angles  d  une  figure  tracee  au  voisi- 
nage  du  point  M  seront  alors  directement  egaux  aux  angles  corres- 
pondants  de  la  figure  transformee. 

Si^  au  contraire  ao  —  (3y  <<  o,  le  point  M  se  transformera  en  un 
point  situe  dans  le  demi-plan  oppose,  il  faudra  done  ramener  ce  dernier 
dans  le  demi-plan  superieur  en  lui  substituant  son  symetrique  par 
rapport  a  et  le  sens  des  angles  se  trouvera  renverse  par  le  [depla- 
cement]. 

Ces  particularites  tiennent  a  ce  que  le  [point]  de  Tedifice  cayleyen 
est  represente  en  realite  par  Fensemble  des  deux  points  M  et  Mi  du 
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schema;  ce  n'est  que  par  iine  convention  arbitraire  que  nous  pouvons 
faire  jouer  un  role  particulier  a  Tun  des  points  et  nous  ne  pouvons 
pas  etablir  cette  distinction  analjtiquement. 

Nous  retrouvons  done  l)ien  ici  encore  les  deux  especes  de  |  deplace- 
ments]  que  nous  avons  deja  rencontrees  dans  les  edifices  a  absolu 
pseudo-reel. 
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